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Проведен полный групповой анализ системы одномерных нестационарных уравнений
динамики колебательно-возбужденного газа в случае цилиндрической и сферической
симметрии. Показано, что допустимая алгебра Ли не содержит оператор растяжения
независимых переменных, с которым для аналогичной системы уравнений идеального
газа связаны известные автомодельные решения задач с сильными ударными волнами.
Предложена модификация характерного времени релаксации, позволившая дополнить
допустимую алгебру Ли системы оператором одновременного растяжения независимых
переменных и ввести класс автомодельных решений. На примере задачи о сильном ли-
нейном взрыве показано, что решение модифицированной системы уравнений является
физически непротиворечивым и достаточно точно описывает известный эффект отста-
вания колебательной температуры от статической за фронтом волны.
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Введение. Нарушение термодинамического равновесия в молекулярных газах, прояв-
ляющееся в возбуждении колебательных мод молекул, широко распространено в многочис-
ленных техногенных процессах (за ударными волнами в сверх- и гиперзвуковых потоках,
газодинамических лазерах, в трактах реактивных и ракетных двигателей, при сильных
взрывах в атмосфере). Возникающий при этом релаксационный межмодовый энергообмен
может оказать существенное влияние на устойчивость, теплообмен и другие характери-
стики соответствующих течений [1–3]. Для описания этих процессов необходимы мате-
матические модели, учитывающие соответствующие явления. В этом случае простейшим
обобщением уравнений классической газовой динамики [4] является система уравнений
двухтемпературной газовой динамики [1, 3], включающая дополнительное уравнение Лан-
дау — Теллера для колебательной температуры с характерным релаксационным слагае-
мым. В последнее время эта система регулярно используется при проведении различных
прикладных исследований [2, 3, 5]. Поэтому представляет интерес проведение система-
тического сравнения математических свойств двухтемпературной модели и хорошо изу-
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ченной модели идеального газа, в частности групповых свойств и инвариантных решений
системы нестационарных одномерных уравнений двухтемпературной газовой динамики,
исследованию которых посвящена данная работа.

Основные уравнения. Система нестационарных одномерных уравнений двухтемпе-
ратурной газовой динамики имеет вид [3, 6]
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Здесь ρ, u, p, T — плотность, скорость, давление и статическая (поступательная) темпера-
тура газа соответственно; Tv — колебательная температура; γv = cvv/cv; cvv — теплоем-
кость колебательной моды; cv — теплоемкость поступательных и вращательных степеней

свободы; γ = cv+R0cv — показатель адиабаты; R0 — газовая постоянная; τ — характерное

время релаксации; t — время; x — координата. Для случаев плоской, цилиндрической и
сферической симметрии n = 0, 1, 2 соответственно. В отличие от работы [1] для удобства
дальнейшего исследования энергетические уравнения системы записаны через температу-
ры (см. [3]). При γv = 0 первые три уравнения системы переходят в систему уравнений
классической газовой динамики [4].

Целесообразно принять, что температуры измеряются в энергетических единицах:

T = R0T
0K, Tv = R0T

0
v K.

При этом уравнение состояния, замыкающее систему (1), имеет вид

p = ρT. (2)

Для системы (1), (2) вычислены дифференциальные законы сохранения в дивергент-
ной форме, представляющие интерес при построении консервативных разностных схем,
особенно при их обобщении на системы большей размерности. Получены соотношения
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где плотности V t, V x зависят от t, x, ρ, u, T , Tv.
Как показали расчеты, для рассматриваемой системы в общем случае симметрии вы-

полняются закон сохранения массы при
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В случае плоской симметрии при n = 0 дополнительно имеют место закон сохранения
импульса при

V t
i = ρu, V x

i = ρ(T + u2)

и закон сохранения движения центра масс [7] при

V t
c = ρ(tu− x), V x

c = ρ(t(T + u2)− ux).
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Кроме того, для системы (1), (2) стандартным образом получаются интегральные
законы сохранения (см. [4]) массы
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интеграл энергии.
Уравнения (3), (4) совпадают с соответствующими уравнениями для идеального га-

за [4].
Запишем соотношения Рэнкина — Гюгонио на разрыве (фронте ударной волны)

ρ2v2 = ρ1v1, p2 + ρ2v
2
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Здесь u — скорость газа; v = un −Dn — проекция относительной скорости на нормаль к

фронту; D — скорость фронта; индекс 1 соответствует состоянию перед фронтом волны,
индекс 2 — состоянию за фронтом. Поскольку скорость релаксационного процесса конечна,
можно принять Tv2 = Tv1.

Симметрийные свойства. В работе [8] выполнен групповой анализ системы (1), (2)
для случая плоской симметрии: вычислена допустимая системой группа (алгебра) Ли, по-
строена оптимальная система ее одномерных подалгебр, найдены и проанализированы

все различные классы ее инвариантных решений. Можно констатировать, что в случае
плоской симметрии допустимые алгебры систем уравнений идеального газа и уравнений

колебательно-возбужденного газа различаются только тем, что в системе (1), (2) отсут-
ствует оператор одновременного растяжения переменных времени и координаты. Кроме
того, общий для обеих систем оператор, связанный с политропным уравнением состояния
(уравнением энергии), в рассматриваемом случае дополняется оператором растяжения по
переменной Tv.

При n 6= 0 допустимая алгебра Ли определяется базисными операторами

X1 = ∂t, X2 = 2Tv ∂Tv + 2T ∂T + u ∂u + x ∂x, X3 = ρ ∂ρ. (8)

В этой алгебре Ли также отсутствует оператор подобного преобразования в плоскости

независимых переменных (x, t), определяющий класс автомодельных решений [4].
Оптимальная система одномерных подалгебр алгебры (8) состоит из подалгебр

{X1 + βX3}, {X2 + αX1 + βX3}, {X3},
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для каждой из которых вычислены инварианты, найдены представления инвариантных

решений, выведены и проанализированы соответствующие фактор-системы. В качестве
примера приведем результаты вычислений для подалгебры {X2 + αX1 + βX3}

∣∣
α 6=0

при

α 6= 0, β 6= 0. Данная подалгебра имеет следующие инварианты:

x e−tα, u e−tα, ρ e−βtα, T e−2tα, Tv e−2tα .

Соответственно представление решений системы (1) выражается в следующем виде:

ρ = eβtα R(z), u = etα U(z), T = e2tα T̃ (z), Tv = e2tα T̃v(z), z = x e−tα . (9)

Подставляя (9) в уравнения (1), получаем фактор-систему, которая при условии U =
αz имеет нефизическое решение с T < 0. В другом частном случае, когда (αz−U)2 = γT ,
фактор-система интегрируется в квадратурах. Имеем

R =
R1

z2+(k2γ)/(k2−2kα−α2)
, U = kz, T =

(k − α)2

γ
z2, Tv =

kz(1− 2αz) + α2z2
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,

где

β =
k2(−γ + n− 1) + kα(−n + 3)− 2α2

−kα + α2
, k = −γ(n + 1)− n + 1 + γv

2(λ(n + 1)− n + 1)
,

R1 — постоянная.
В общем случае фактор-система приводится к нормальной форме, которая исследова-

лась численно.
Анализ полученных инвариантных решений показал, что ни одно из них не имеет

физической интерпретации, однако они могут быть использованы, например, для тести-
рования численных методов.

Приближенные автомодельные решения. Можно констатировать, что для си-
стемы (1) отсутствуют обобщения автомодельных решений известных в газовой динами-
ке задач, например, о вдвигаемом в газ поршне или о сильном точечном взрыве [4, 9],
представляющих интерес для определенных приложений. Это обусловлено тем, что сре-
ди операторов допустимой алгебры (8) отсутствует оператор растяжения независимых
переменных вида

X = t ∂t + x ∂x. (10)

Однако модель релаксационной газодинамики (1) в подобных задачах с сильными удар-
ными волнами более точно описывает реальные газы, чем система уравнений идеальной
газовой динамики, так как в таких волнах возбуждаются колебательные степени свободы.
Происходящий за волной релаксационный процесс может оказать значительное влияние

на параметры и структуру течения [2, 3, 5].
Отсутствие преобразования растяжения (10) объясняется наличием в системе релак-

сационных членов, содержащих характерное время релаксации τ , которое при получении
алгебры (8) полагалось постоянным. Одна из возможных модификаций модели состоит в
следующем.

Как известно, характерное время релаксации зависит от времени опосредованно, через
давление и температуру [1]:

τ(t) ∼ 1

p(t)
exp

(
T−1/3(t)

)
. (11)

В релаксационной зоне за сильными ударными волнами, например в задаче о сильном
взрыве [4, 9], имеет место резкое падение давления и одновременно рост статической темпе-
ратуры. Предварительные оценки показали, что преобладает влияние давления, поэтому
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время релаксации будет возрастать по мере удаления от фронта волны. В случае больших
пространственно-временных градиентов давления и температуры можно предположить,
что отклик системы должен быть непосредственно связан со временем. Соответствующую
зависимость можно приближенно описать формулой τ(t) = τ0 + εt, где ε > 0 — подгоноч-
ный параметр. Так как допустимая алгебра (8) содержит оператор сдвига по времени X1,
то при выполнении преобразования времени t̄ = t + τ0/ε система остается инвариантной.
При этом τ̄(t) = εt̄. Предлагаемая замена не приводит к сингулярности при t̄ = 0, так
как можно считать, что в начальный момент газ находится в термодинамическом равно-
весии и T = T (v). Сохраняя прежнее обозначение переменной времени, можно показать,
что такая модификация приводит к преобразованию допустимой алгебры Ли (8) к виду

X1 = t ∂t + x ∂x, X2 = x ∂x + u ∂u + 2T ∂T + 2Tv ∂Tv , X3 = ρ ∂ρ. (12)

В отличие от алгебры (8), в которой содержится оператор сдвига по времени X1, в
алгебре (12) имеет место оператор растяжения (10). Это позволяет ввести независимую
автомодельную переменную

λ = xt−α

и представление решений в форме [4]

u =
x

t
U(λ), ρ = tβR(λ), T =

x2

t2
P (λ), Tv =

x2

t2
Q(λ). (13)

Подставляя (13) в систему (1), получаем фактор-систему вида

λR′(U − α) + λU ′R + R(β + (n + 1)U) = 0,

λU ′(U − α) + λR′ P

R
+ λP ′ + 2P + U2 − U = 0,

λP ′(U − α) + (γ − 1)λU ′P + P ((γ − 1)nU + (γ + 1)U − 2) +
γv

ε
(P −Q) = 0,

(14)

λQ′(U − α) + 2Q(U − 1)− 1

ε
(P −Q) = 0.

Соответственно уравнение состояния в автомодельных переменных имеет вид

Π(λ) = R(λ)P (λ).

Подставляя (13) в интегральные законы сохранения (3)–(5), получаем соответствую-
щие выражения в автомодельных переменных

[α(n + 1) + β]

λ∫
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λnR(λ) dλ + [λn+1R(λ)(U − α)]
∣∣λ
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[β + α(n + 3)− 2]
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(γ − 1)

U2

2
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dλ +

+
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Если стоящие перед интегралами выражения в квадратных скобках обращаются в

нуль при каких-либо значениях α, β, n, то соответствующий закон сохранения являет-
ся первым интегралом автомодельной системы (14). В частности, из закона сохранения
энергии (15) при

β + α(n + 3)− 2 = 0

следует интеграл энергии

Ie = λn+3
{

(U − α)R
(
(γ − 1)

U2

2
+ P + γvQ

)
+ (γ − 1)URP

}
. (16)

Если λ0 = 0, то (16) представляет собой частный алгебраический интеграл системы
(14) вида

(U − α)((γ − 1)U2/2 + P + γvQ) + (γ − 1)UP = 0. (17)

Соотношения на разрыве в автомодельных переменных записываются следующим об-
разом:

[R(U − α)] = 0, [PR + R(U − α)2] = 0, [γP + γvQ + (γ − 1)(U − α)2/2] = 0. (18)

Здесь квадратные скобки означают скачок соответствующей величины. Считается [4], что
фронт волны есть линия уровня для решения системы (14), где автомодельная скорость
фронта определяется по формуле

Df (λ) = α.

С использованием приведенных выше уравнений и соотношений в автомодельных пе-
ременных можно рассмотреть при n = 1 задачу о сильном взрыве линейного заряда [4]
(“взрывающейся” проволочке). Предполагается, что в момент t = 0 на оси симметрии
x = 0 мгновенно выделяется большое количество энергии, создается высокое давление и
по покоящемуся газу распространяется сильная ударная волна, закон движения которой
и параметры течения за которой требуется найти. В этом случае показатель автомодель-
ности β = 0 [4]. Так как выделившаяся при взрыве энергия сохраняется во времени, то
интеграл

E(t, λf ) = t[α(n+3)−2]

λ∫
λ0

λn+2R
(
(γ − 1)

U2

2
+ P + γvQ

)
dλ

должен быть конечным. Из этого соотношения определяется показатель α = 1/2. Для
случая сильного взрыва в качестве условий перед волной принимаются равенства

u1 = T1 = Tv1 = 0.

Кроме того, ρ1 = R1, Tv2 = Tv1 = 0. Соотношения на разрыве (18) упрощаются и совпада-
ют с соответствующими соотношениями в случае идеального газа

R2

(
U2 −

1

2

)
= −1

2
ρ1, P2 +

(
U2 −

1

2

)2
=

1

4
, γP2 +

γ − 1

2

(
U2 −

1

2

)2
=

γ − 1

8
.

Разрешая эти соотношения относительно газодинамических величин за фронтом, полу-
чаем

Uf =
1

γ + 1
, Rf =

γ + 1

γ − 1
ρ1, Pf =

γ − 1

2(γ + 1)2
, Qf = 0; (19)

Πf =
1

2(γ + 1)
ρ1, (20)

где Πf — автомодельная переменная давления.
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Численные расчеты. В отличие от случая идеального газа в рассматриваемом слу-
чае система (14) может быть решена только численно. Для этого она приводилась к нор-
мальной форме

ελR′ =
Rn

Rd
, ελU ′ =

Un

Ud
, ελP ′ =

Pn

Pd
, ελQ′ =

Qn

Qd
, (21)

где

Rn = R(ε[α2β + α2U(n + 1)− 2αβU + α(2P − (2n + 1)U2 − U) +

+ β((1− γ)P + U2) + nU3 − 2P + U2] + γv(P −Q)),

Rd = (α2 − 2αU − γP + U2)(α− U),

Un = ε(α(2P + U2 − U) + βP + γ(n + 1)PU − 2P − U3 + U2) + γv(P −Q),

Ud = (U − α)2 − γP,

Pn = ε(α2P (γ(n + 1)U + (1− n)U − 2) + αP (2(γ − 1)(P − nU2)− (2γn + γ + 3)U2) +

+ βP 2(γ − 1) + P (n(γ − 1)U3 + 2U3 − 2γPU + 2P + (γ − 3)U2)− α(γ − 5)U) +

+ γv((U − α)2 − P )(P −Q),

Pd = ((U − α)2 − γP )(α− U),

Qn = 2εQ(U − 1)− P + Q, Qd = α− U.

После этого из (21) была получена задача Коши для системы вида

dR

dU
=

RnUd

RdUn
,

dP

dU
=

PnUd

PdUn
,

dQ

dU
=

QnUd

QdUn
; (22)

d ln λ

dU
= ε

Ud

Un
(23)

с начальными данными (19), которая решалась численно. В расчетах принимались следу-
ющие значения параметров: γ = 1,4, γv = 0,3, ε = 3.

Для интегрирования использовалась схема Рунге — Кутты шестого порядка с пере-
менным шагом hc. Как известно, в задаче о точечном взрыве аналогичная автомодельная
система в идеальном газе имеет особую точку Us = 2/(5γ), определяемую аналитически [4].
Система (22), (23) также имеет особую точку Ūs, к которой необходимо приблизиться в
процессе интегрирования на интервале (Ūs, Uf ]. В окрестности особой точки шаг интегри-
рования измельчался в соответствии с алгоритмом, приведенным в [10]. Предполагалось,
что при hc 6 10−16 можно максимально приблизиться к точке Ūs.

Из структуры уравнений (22), (23) следует, что их правая часть не зависит от λ. Так
как в уравнении (23) Ud 6= 0, то

U = U(λ/λf )

и поэтому

R = R(λ/λf ), P = P (λ/λf ), Q = Q(λ/λf ).

При этом из левой части уравнения (23) следует, что в окрестности особой точки Ūs , где
du/dλ →∞, должно выполняться условие λ → 0. Таким образом, процесс интегрирования
заканчивается в центре λ = 0 в малой окрестности точки Ūs. Для дополнительного кон-
троля точности вычислений проверялось сохранение алгебраического интеграла (16) для
системы (22), (23) и интеграла Седова при проведении расчетов в случае идеального газа.



22 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2021. Т. 62, N-◦ 3

Одним из критериев прекращения расчета является отклонение интегралов от исходных

нулевых значений в окрестности особой точки.

Для представления результатов расчетов использовались получаемые из (19), (20)
параметры газа за фронтом в исходных переменных:

ū =
u

uf
=

5(γ + 1)

4
x̄U(x̄), ρ̄ =

ρ

ρf
=

γ − 1

γ + 1
R̄(x̄),

T̄ =
T

Tf
=

25(γ + 1)2

8(γ − 1)
x̄2P (x̄), T̄v =

Tv

Tf
=

25(γ + 1)2

8(γ − 1)
x̄2Q(x̄),

p̄ =
p

pf
=

25(γ + 1)

8
x̄2Π̄(x̄), x̄ =

x

xf
=

λ

λf
,

R̄ = ρ1R, Π̄ = ρ1Π.

На рис. 1 представлены профили скорости ū и плотности ρ̄ для идеального и

колебательно-возбужденного газов. Можно констатировать, что в рассматриваемом те-
чении, как и в других течениях, исследованных в [1, 3], возбуждение колебательной моды
оказывает несущественное влияние на эти параметры. Положение конечных точек кривых
свидетельствует о том, что в случае идеального газа особая точка находится на большем
расстоянии от фронта волны, чем в случае возбужденного газа. Алгебраический интеграл
Седова и алгебраический интеграл (16) на всем интервале интегрирования в пределах
погрешности вычислений не отклоняются от исходных нулевых значений.

Зависимости T̄ (x̄), T̄v(x̄), приведенные на рис. 2, показывают, что предложенная мо-
дификация (11) времени релаксации позволяет достаточно точно описать эффект отстава-
ния колебательной температуры от статической (поступательной), которое сокращается
по мере удаления от фронта волны.

u,r

x0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,00,4
_0,2

0

0,2

0,4
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0,8

1,0

1

1
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2
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Рис. 1. Зависимости скорости ū (сплошные кривые) и плотности ρ̄ (штриховые
кривые) от координаты x̄:
1 — идеальный газ, 2 — колебательно-возбужденный газ, 3 — значения алгебраических

интегралов
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Рис. 2. Зависимости статической температуры T̄ (сплошная кривая) и колеба-
тельной температуры T̄v (штриховая кривая) от координаты x̄
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Рис. 3. Зависимость относительного времени релаксации τ̄ от координаты x̄

На рис. 3 представлена зависимость относительного времени релаксации от безраз-
мерной координаты x̄ в зоне за ударной волной:

τ̄ =
1

p̄
exp

(
T̄−1/3

)
.

Характер этой зависимости подтверждает справедливость принятой в предлагаемой мо-
дели линейной зависимости характерного времени релаксации от времени.

Заключение. Для системы одномерных нестационарных уравнений двухтемператур-
ной газовой динамики колебательно-возбужденного газа в случае цилиндрической и сфе-
рической симметрии вычислены полная допустимая алгебра (группа) Ли, ее оптималь-
ная система подалгебр и найдены все различные классы инвариантных решений. По-
казано, что в отличие от аналогичной системы для идеального газа допустимая алгеб-
ра Ли не содержит оператор растяжения независимых переменных, с которым связаны
известные автомодельные решения задач с сильными ударными волнами. Для получения
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представляющих интерес с физической точки зрения обобщений этих решений на случай

колебательно-возбужденного газа предложена модификация уравнения Ландау — Теллера

для колебательной температуры газа. Это позволило включить в допустимую алгебру Ли
необходимый оператор и получить для модифицированной системы фактор-систему в авто-
модельных переменных. В качестве примера на ее основе решена задача о сильном взрыве
линейного заряда, для которой получен известный эффект отставания роста колебатель-
ной температуры от статической за фронтом ударной волны.
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