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Предложена общая модель горения перемешанных газов с учетом химической работы, в которой
предполагается протекание одной химической реакции. Уравнение энергии записано для про-
извольной смеси горючее/окислитель/продукт горения. На основе модели рассмотрено горение
смеси H2/O2. Моделирование проведено для двух вариантов: с учетом и без учета зависимости
теплоемкости компонентов смеси H2, O2 и H2O от температуры. Химическая работа имеет по-
ложительный знак, ее относительный вклад в основные характеристики процесса (температура
и скорость горения) оценивается в 3.9 и 19 %.
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ВВЕДЕНИЕ

При протекании химической реакции в
произвольном объеме образуется смесь из ис-
ходных реагирующих веществ и продуктов ре-
акции. Эту смесь можно рассматривать как ве-
щество с изменяющимися молекулярной струк-
турой и молярной массой. Физические свойства
индивидуальных веществ (теплоемкость, коэф-
фициент диффузии, теплопроводность) зависят
от температуры и давления, но для смеси с хи-
мически реагирующими веществами добавля-
ется еще и зависимость от ее состава. Когда
число частиц (атомов, молекул и пр.) какого-то
вещества меняется и на его месте появляется
новая частица другого вещества, то соверша-
ется химическая работа [1]. Знак такой рабо-
ты зависит от разности теплоемкостей веществ
[2] и отношения чисел новых и старых частиц.
Поскольку в волне горения превращение одних
частиц в другие происходит в зоне химических
реакций, в ней появляется еще один положи-
тельный или отрицательный источник тепла,
связанный с производством химической рабо-
ты. Если физические свойства исходных компо-
нентов смеси и продуктов горения сильно раз-
личаются, то и зависимость скорости выделе-
ния или поглощения тепла от состава будет
сильной. В модели горения с химическим урав-
нением A → P, где A — горючий газ, P — про-
дукт горения с теплоемкостью при постоянном
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давлении cp,P, температура пламени Tb опреде-
ляется [2] приближенно как

Tb = T0 +
Q

cp,P
(1 + σ), σ =

cp,A − cp,P
cp,P

, (1)

где T0 — начальная температура, Q — тепло-
вой эффект химической реакции, равный раз-
ности энергий связей атомов в молекулах го-
рючей смеси и продукта горения, cp,A — теп-
лоемкость вещества A при постоянном давле-
нии. Экспериментально измеряемый тепловой
эффект Qreal = Q(1 + σ), здесь параметр σ
характеризует относительный вклад химиче-
ской работы в реальное выделение тепла Qreal .
Его небольшое изменение может приводить к
сильным изменениям скорости горения. Учет
в моделях горения химической работы может
предсказать возникновение новых явлений или
привести к новым объяснениям ранее извест-
ных. Типичными примерами химических реак-
ций с сильно меняющимися составами являют-
ся разложение тяжелых углеводородов, слож-
ных однокомпонентных взрывчатых веществ,
например нитроглицерина, перхлората аммо-
ния, гексогена, октогена, CL-20 и др. [3–5]. Так-
же представляет интерес оценка степени влия-
ния химической работы, по сравнению с обыч-
ной теплотой, на скорость химической реакции
для простых горючих газов. Поэтому для де-
тального изучения горения высокомолекуляр-
ных высокоэнергетических материалов необхо-
димы модели горения, в которых учитывается
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изменение состава смеси.
В настоящее время сжигание газов являет-

ся одним из главных источников тепловой энер-
гии, в частности, большое внимание уделяет-
ся водороду [6–8]. Несмотря на ряд достигну-
тых успехов, в механизме горения смеси H2/O2
остается еще много неясного, это стимулирует
поиск новых подходов к моделированию такого
процесса.

ФИЗИЧЕСКОЕ СОДЕРЖАНИЕ
МОДЕЛИ ГОРЕНИЯ

Внутренняя энергия термодинамической
системы U зависит от температуры T , давле-
ния p и числа частиц n, составляющих эту си-
стему. Поэтому, когда в среде меняется число
частиц, его внутренняя энергия тоже меняется.
При этом изменение dU при бесконечно малом
dn равно [1]

dU =

(
∂U

∂n

)
p,T

dn.

Здесь правая часть равенства называется хи-
мической работой. Если термодинамическая
система представляет собой смесь нескольких
сортов частиц (n1, n2, . . . ) и их число меняет-
ся, то изменение внутренней энергии рассчи-
тывается как сумма химических работ по каж-
дому сорту частиц:

dU =

(
∂U

∂n1

)
p,T

dn1 +

(
∂U

∂n2

)
p,T

dn2 + . . . .

Горение сопровождается изменением чис-
ла молекул и (или) атомов, когда в результате
химической реакции один сорт частиц превра-
щается в другой. При моделировании горения
удобно использовать не числа частиц, а парци-
альные плотности ρ1 = m1n1, ρ2 = m2n2, . . .
или относительные (например, массовые) кон-
центрации g1 = ρ1/ρ, g2 = ρ2/ρ, . . . , где m1,
m2, . . . — масса частиц, ρ — плотность смеси.
Тогда химическая работа определяется через
изменение парциальной плотности или относи-
тельной концентрации.

Рассмотрим физическую природу химиче-
ской работы. Каждая молекула с числом сте-
пеней свободы N несет в себе полную механи-
ческую энергию поступательного, вращатель-
ного и колебательного движения, в тепловом
эквиваленте эта энергия равна 0.5kBTN , где
kB — постоянная Больцмана. Если эту частицу

убрать, то теряется связанная с ней механиче-
ская энергия, вместе с тем внесение вместо нее
новой частицы с другой структурой приводит
к изменению числа N на величину ΔN и теп-
лового эквивалента энергии на 0.5kBTΔN . Эта
энергия называется химической работой при
изменении числа частиц на единицу. Химиче-
ская работа отличается от изменения энергии,
происходящего при изменении в объеме числа
частиц одного сорта. Такое изменение энергии
связано с переменностью плотности среды. По-
скольку полная механическая энергия движе-
ния частиц непосредственно связана с тепло-
емкостью среды, учет изменения состава сме-
си при протекании химической реакции означа-
ет учет изменения теплоемкости, инициирован-
ного исчезновением одного типа и появлением
других типов частиц. При этом сами теплоем-
кости каждого из типов частиц могут не зави-
сеть от температуры и давления. В появлении
дополнительного выделения тепла σQ наруше-
ния закона сохранения нет, тепло Q освобож-
дается при разрыве связей между атомами в
молекулах и создании новых связей.

В процессах горения наибольшие измене-
ния теплоемкости можно ожидать в реакциях
распада высокомолекулярных веществ с боль-
шим числом степеней свободы на простые ве-
щества с малым числом атомов (соответствую-
щие примеры приведены выше). Это свойство
не учитывается в современных моделях горе-
ния высокоэнергетических материалов и газо-
вых смесей (например, в [3, 9–12] и др.).

ОБЩАЯ МОДЕЛЬ ГОРЕНИЯ
В ОДНОМЕРНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ.

УРАВНЕНИЯ СОХРАНЕНИЯ МАССЫ СМЕСИ
И КОНЦЕНТРАЦИИ ГОРЮЧЕГО

Вывод уравнений сохранения массы смеси
m и концентрации горючего gA известен (см.,
например, [3, 12, 13]), но поскольку это необхо-
димо для вывода уравнения температуры, то
ниже приводится краткое его изложение. Пред-
полагается движение газовой смеси, состоящей
из окислителя, горючего и продукта горения,
со скоростью u по направлению координаты x;
скорость u и плотность газа ρ зависят от коор-
динаты x и времени t.

Выделим в среде бесконечно малый ци-
линдр объемом υ = Sdx с площадью сечения S
и длиной dx (рис. 1), в этом объеме содержится
масса m = ρυ. Слева в точке x в этот цилиндр
входит поток массы jm, а справа в точке x + dx
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Рис. 1. Элементарный объем в выбранной си-
стеме координат для построения уравнений
массы и энергии

выходит поток j′m. Обозначим плотность газо-
вой смеси ρ, потоки j′m и jm имеют размерность
кг/(м2 · с) и не равны друг другу.

За малое время dt в область цилиндра по-
ступит масса jmSdt и выйдет в количестве
j′mSdt. Потоки j′m и jm связаны между собой,
и с учетом малости расстояния dx можно при-
ближенно записать

j′m = jm +
∂jm
∂x

dx.

Использование этого равенства позволяет по-
лучить уравнение сохранения массы

∂ρ

∂t
= −∂ρu

∂x
. (2)

Для нахождения концентрации участвую-
щих в реакции веществ и продукта горения до-
статочно найти уравнение концентрации толь-
ко для одного из веществ, например для gA.
Здесь рассматривается простая схема горения
в газовой смеси горючее (A) / окислитель (B) /
продукт реакции (C) с химическим уравнени-
ем

νAA+ νBB → νCC,

где νA, νB, νC — стехиометрические коэффици-
енты. Удобство такой абстракции в том, что
любой из частных примеров горения может
быть сведен к подобной схеме превращения.

В произвольный момент времени область
горения содержит как исходные вещества A
и B, так и продукт реакции C. В результате
имеется смесь трех веществ с относительны-
ми массовыми концентрациями соответственно
gA, gB и gC. Они обладают свойством

gA + gB + gC = 1. (3)

Пусть W — скорость реакции между ве-
ществами A и B с энергией активации E и мо-
лярным тепловым эффектом Q [Дж/моль], она
определяется законом Аррениуса:

W = ρ
νA
A ρ

νB
B k0 exp

(
− E

RT

)
[моль/(м3· с)],

где ρA, ρB — парциальные плотности компо-
нентов топлива A и B, k0 = const.

В элементарном объеме υ концентрация
горючего gA может измениться за счет химиче-
ской реакции, конвективного и диффузионного
переноса с коэффициентом D. Это изменение
можно представить уравнением

dgA
dt

=
1

ρ

∂

∂x

(
Dρ

∂gA
∂x

)
−

− νAμA

ρ
ρ
νA
A ρ

νB
B k0 exp

(
− E

RT

)
,

где конвективный перенос учитывается в пол-
ной производной по времени, μA, μB — моляр-
ные массы веществ A и B.

ИЗМЕНЕНИЕ ВНУТРЕННЕЙ ЭНЕРГИИ
БЕСКОНЕЧНО МАЛОГО ОБ�ЕМА

Теплоемкости при постоянном объеме по-
лагаются постоянными для каждого компонен-
та: cv,A = const, cv,B = const, cv,C = const. Обо-
значим полную массу смеси m, она равна сум-
ме масс отдельных компонентов смеси mA, mB

и mC. Общее выражение для внутренней энер-
гии смеси Uυ в объеме υ записывается в виде
суммы

Uυ = cv,AmAT + cv,BmBT + cv,CmCT,

где T — температура. Делением и умножением
Uυ на массу m вводятся массовые концентра-
ции

Uυ = (cv,AgA + cv,BgB + cv,CgC)mT. (4)

С помощью (3), выразив, например, долю gC =
1− gA − gB и подставив ее в (4), получаем

Uυ = cvmT,
(5)

cv = (cv,A − cv,C)gA + (cv,B − cv,C)gB + cv,C.

Пусть горение происходит в очень боль-
шом объеме с полной массой m, тогда диф-
ференциал внутренней энергии определяется
уравнением
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dUυ = υcvρ
∂T

∂t
dt+ υρT

∂cv
∂t

dt+ υcvT
∂ρ

∂t
dt. (6)

Изменение числа частиц в средах сопро-
вождается выделением или поглощением энер-
гии в виде химической работы [2], этот процесс
учитывается вторым и третьим членами в пра-
вой части (6).

ДИФФЕРЕНЦИАЛ РАБОТЫ

Найдем элементарную работу расширения
dW υ в объеме υ. По ее определению должно
быть dWυ = pdv, где dv — изменение объема
смеси газа в области υ. Это изменение объема
происходит вследствие того, что в область υ
слева поступает объем газа uSdt, а с правой
стороны выходит объем u′Sdt, где

u′ = u+
∂u

∂x
dx.

Поэтому

dv = S(u− u′)dt = −S
∂u

∂x
dxdt = −υ

∂u

∂x
dt.

Подставив это равенство в определение рабо-
ты, находим конечное выражение:

dWυ = −p
∂u

∂x
υdt. (7)

Этот результат можно также получить из
представления работы сил давления алгебра-
ической суммой работ на его границах:

dWυ = pudt− pu′dt.

Для дальнейшего удобно преобразовать
форму представления работы (7) так, чтобы
исключить производную от скорости u. Для
этого уравнение (2) можно записать в виде

−∂u

∂x
=

1

ρ

dρ

dt
. (8)

С помощью уравнения состояния газа p =
RgρT вычислим производную в правой части
(8):

−∂u

∂x
=

1

p

dp

dt
− 1

T

dT

dt
− 1

Rg

dRg

dt
. (9)

Газовую постоянную смеси Rg можно опреде-
лить через молярную массу смеси μ и относи-
тельные массовые концентрации [14]:

Rg =
R

μ
= R

(
1

μA
− 1

μC

)
gA +

+R

(
1

μB
− 1

μC

)
gB +

R

μC
,

1

μ
=

(
1

μA
− 1

μC

)
gA +

(
1

μB
− 1

μC

)
gB +

1

μC
.

Обозначим индивидуальные газовые постоян-
ные каждого компонента смеси Rg,A, Rg,B и
Rg,C. Они определяются по формулам

Rg,A =
R

μA
, Rg,B =

R

μB
, Rg,C =

R

μC
.

Это позволяет записать выражение для газо-
вой постоянной смеси в виде

Rg = (Rg,A −Rg,C)gA + (Rg,B −Rg,C)gB +Rg,C.

Использование его в (9) приводит к выраже-
нию

−∂u

∂x
=

1

p

dp

dt
− 1

T

dT

dt
−

− 1

Rg

[
(Rg,B −Rg,C)

dgA
dt

+ (Rg,B −Rg,C)
dgB
dt

]
.

Тогда с учетом уравнения состояния для эле-
ментарной работы получается равенство

dWυ =
dp

dt
υdt−Rgρ

dT

dt
υdt− ρT

[
(Rg,A −

−Rg,C)
dgA
dt

+ (Rg,B −Rg,C)
dgB
dt

]
υdt. (10)

Последний член в его правой части является
химической работой, совершаемой при появле-
нии в объеме υ молекул вещества C вместо мо-
лекул A и B. Но в (10) учитывается только
«механическая» часть химической работы, ее
«тепловая» часть, как видно ниже, содержится
во внутренней энергии и теплоте.

ТЕПЛО БЕСКОНЕЧНО МАЛОГО ОБ�ЕМА

Общее изменение тепла dQυ в бесконечно
малом объеме υ может происходить за счет хи-
мической реакции (dQυ1), конвективного пере-
носа (dQυ2) и молекулярного движения (dQυ3):
dQυ = dQυ1 + dQυ2 + dQυ3. Выделяющееся за
счет химической реакции тепло за бесконечно
малое время dt в малом объеме υ будет равно
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dQυ1 = Qρ
νA
A ρ

νB
B k0 exp

(
− E

RT

)
υdt.

Переход от парциальных плотностей к относи-
тельным массовым концентрациям выполняет-
ся с помощью равенств ρA = ρgA, ρB = ρgB.
Это позволяет получить новое представление
удельного тепла

dQυ1 = Qρng
νA
A g

νB
B k0 exp

(
− E

RT

)
υdt, (11)

где n = νA + νB.
Рассмотрим конвективную часть тепла.

Согласно рис. 1 за время dt в объем υ слева
поступает тепло cvSjmTdt и выходит справа
в количестве c′vSj′mT ′dt, тогда среда получа-
ет тепло dQυ2 = S(jmcvT − j′mc′vT ′)dt. Тепло-
емкость при постоянном объеме cv будет опре-
делена ниже. Произведение j′mT ′ разлагается в
ряд Тейлора, и удерживаются только первые
два члена ряда:

j′mc′vT ′ = jmcvT +
∂jmcvT

∂x
dx.

Используя равенство υ = dxS и определение
jm, находим

dQυ2 = υ
∂ρucvT

∂x
dt. (12)

Найдем изменение тепла в объеме υ за счет
термической диффузии. Перенос тепла проис-
ходит по закону Фурье с потоком

jt = −λ
∂T

∂x
[Дж/(м2 · с)],

где λ — теплопроводность. Потоки тепла слева
и справа от торцов цилиндра равны соответ-
ственно jt и j′t, в данном случае они направ-
лены в ту же сторону, что и поток массы jm,
поэтому при расчете поступающего и выходя-
щего тепла можно пользоваться представлени-
ями рис. 1. Получаемое объемом υ тепло dQυ3
равно разности этих потоков, умноженной на
площадь S и промежуток времени dt:

dQυ3 = S(jt − j′t)dt.

С учетом закона Фурье находим конечную фор-
му изменения тепла, вызванного термической
диффузией:

dQυ3 =
∂

∂x

(
λ
∂T

∂x

)
υdt. (13)

Сложением выражений (11)–(13) находит-
ся общее изменение удельного тепла dQυ:

dQυ = −∂ρucvT

∂x
υdt+

+
∂

∂x

(
λ
∂T

∂x

)
υdt+QWυdt. (14)

УРАВНЕНИЕ ЭНЕРГИИ

Согласно первому закону термодинамики
[1] получаемое элементарной массой ρυ тепло
Qυ может быть затрачено на совершение меха-
нической работы Wυ и изменение внутренней
энергии Uυ: dUυ = dWυ + dQυ. Использование
определенных выше дифференциалов внутрен-
ней энергии (6), работы (10) и тепла (14) по-
сле сокращения на общий множитель υdt дает
уравнение

cvρ
∂T

∂t
+ ρT

∂cv
∂t

+ cvT
∂ρ

∂t
=

dp

dt
−Rgρ

dT

dt
−

−ρT

(
(Rg,A−Rg,C)

dgA
dt

+(Rg,B−Rg,C)
dgB
dt

)
−

− ∂ρucvT

∂x
+

∂

∂x

(
λ
∂T

∂x

)
+QW.

Для следующего этапа упрощения в правой
части этого равенства необходимо раскрыть
«конвективную» производную:

∂ρucvT

∂x
= cvT

∂ρu

∂x
+ ρucv

∂T

∂x
+ ρuT

∂cv
∂x

,

заменить частные производные по времени со-
гласно правилу

∂

∂t
=

d

dt
− u

∂

∂x
,

затем использовать представление газовой по-
стоянной Rg в виде разности теплоемкостей
смеси при постоянном давлении cp и постоян-
ном объеме cv (уравнение Майера), а также
учесть уравнение сохранения массы (2). В ре-
зультате будем иметь

cpρ
dT

dt
+ ρT

dcv
dt

+

+ ρT

[
(Rg,A −Rg,C)

dgA
dt

+ (Rg,B −Rg,C)
dgB
dt

]
=
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=
dp

dt
+

∂

∂x

(
λ
∂T

∂x

)
+QW. (15)

Раскроем здесь временную производную тепло-
емкости смеси и получим

dcv
dt

= (cv,A − cv,C)
dgA
dt

+ (cv,B − cv,C)
dgB
dt

.

Еще раз используем уравнения Майера Rg,A =
cp,A − cv,A, Rg,B = cp,B − cv,B, Rg,C = cp,C − cv,C,
тогда левая часть (15) упростится и примет
вид

cpρ
dT

dt
+

+ ρT

[
(cp,A − cp,C)

dgA
dt

+ (cp,B − cp,C)
dgB
dt

]
=

=
dp

dt
+

∂

∂x

(
λ
∂T

∂x

)
+

+Qρng
νA
A g

νB
B k0 exp

(
− E

RT

)
. (16)

Исключим из (16) в явном виде концентрацию
вещества B. Из уравнения химической реакции
следуют равенства

− dρA
νAμA

= − dρB
νBμB

=
dρC
νCμC

= Wdt. (17)

Эта система равенств выполняется толь-
ко для стехиометрической смеси и когда ком-
поненты A, B и C имеют практически равные
массы молекул, но для гетерогенных сред в
случае сильно различающихся коэффициентов
диффузии компонентов смеси они могут при-
ниматься как приближения [13]. Первое равен-
ство в (17) после интегрирования дает связь
между плотностями:

ρB =
νBμB

νAμA
ρA.

Отсюда находится связь между концентрация-
ми

gB =
νBμB

νAμA
gA, (18)

а также между производными

dgB
dt

=
νBμB

νAμA

dgA
dt

. (19)

Подстановка равенств (18) и (19) в (16) дает
окончательный вид уравнения энергии:

cp
dT

dt
+ (cp,mix − cp,C)

T

gA,0

dgA
dt

=

=
1

ρ

∂

∂x

(
λ
∂T

∂x

)
+

1

ρ

dp

dt
+

+
Q

ρ
ρn

(
νBμB

νAμA

)νB
gnAk0 exp

(
− E

RT

)
, (20)

cp,mix = gA,0cp,A + gB,0cp,B,

gA,0 =
νAμA

νAμA + νBμB
, gB,0 =

νBμB

νAμA + νBμB
.

Здесь появились новые параметры: cp,mix —
теплоемкость горючей смеси при постоянном
давлении; gA,0 и gB,0 — начальные массовые
концентрации, они также являются концентра-
циями компонентов A и B в исходной горючей
смеси. Здесь и далее индекс mix относится к
параметрам исходной горючей смеси. Если в
(20) формально принять νB = 0, то как част-
ный случай получится уравнение для темпера-
туры из работы [2] с более простым химиче-
ским уравнением.

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ ГОРЕНИЯ.
ПОСТОЯННЫЕ ТЕПЛОЕМКОСТИ ВЕЩЕСТВ

Исследовалось распространение одномер-
ного пламени вдоль координаты x, пламя дви-
жется слева направо. Давление p = const. Урав-
нение состояния газовой смеси используется
для нахождения ее плотности в виде

ρ =
p

RgT
, (21)

Rg = (Rg,mix −Rg,C)
gA
gA,0

+Rg,C,

Rg,mix = gA,0Rg,A + gB,0Rg,B.

Следующее изменение формы уравнений
делается для переопределения теплового эф-
фекта Q и константы k0. Поскольку k0 подби-
рается так, чтобы скорость пламени была рав-
на экспериментальному значению, удобно про-
вести переопределение:

k′ = νAμA

(
νBμB

νAμA

)νB
k0.
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Соответственно, новый тепловой эффект
Q′ [Дж/кг] будет определяться по формуле
Q′ = Q(νAμA)

−1. Он тоже берется таким,
чтобы температура пламени соответствовала
опыту. Зависимости коэффициента диффузии
D и теплопроводности λ от температуры
представлены равенствами

D = D0
T 2

T 2
0

, λ = λ0
T

T0
, (22)

где D0 и λ0 — значения D и λ при начальной
температуре T0. Теплоемкость при постоянном
давлении имеет вид

cp = (cp,mix − cp,C)
gA
gA,0

+ cp,C. (23)

С помощью численных методов решалась
нестационарная система уравнений:

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
=

1

cpρ

∂

∂x

(
λ
∂T

∂x

)
−

− σT

gA,0

(
∂gA
∂t

+ u
∂gA
∂x

)
+

Q′
cp

W ′; (24)

∂gA
∂t

+ u
∂gA
∂x

=
1

ρ

∂

∂x

(
Dρ

∂gA
∂x

)
−W ′;

∂ρ

∂t
+

∂ρu

∂x
= 0;

W ′ = ρn−1gnAk0 exp

(
− E

RT

)
, σ =

cp,mix − cp,C

cp
.

К этим уравнениям добавляются граничные
условия:

x = −∞: T = T0, gA = gA,0, u = ub;

x = +∞:
∂T

∂x
= 0,

∂gA
∂x

= 0.

Плотность ρ, теплоемкость cp, коэффициенты
переноса D и λ находятся по формулам (21)–
(23). Для нахождения способа вычисления ско-
рости горения ub уравнение для концентрации
умножается на плотность и интегрируется по
всему пространству, в результате с использо-
ванием граничных условий получается выра-
жение

ub =
1

gA,0ρ0

+∞∫
−∞

ρ

(
∂gA
∂t

−W ′
)
dx.

Плотность ρ0 определяется по уравнению со-
стояния идеального газа c газовой постоянной
Rg,0.

Для численного решения уравнений для T
и gA применялась неявная схема с прогонкой
[15]. В уравнении температуры молекулярный
перенос объединялся с конвективным, и полу-
ченное выражение в разностной форме пред-
ставлялось в виде(

u− 1

cpρ

∂λ

∂x

)
i

Ti+1 − Ti−1

2h
,

где индекс i — номер узла, относительно ко-
торого проводится аппроксимация. Члены, от-
вечающие за химическую работу и тепловыде-
ление от химического источника, рассчитыва-
лись по данным на предыдущем шаге по време-
ни. Аналогичный подход использовался и для
уравнения концентрации.

Уравнение неразрывности с использовани-
ем шагов по времени τ и пространству h пред-
ставлялось в неявной разностной форме:

ρi − ρ̂i
τ

+
ρiui − ρi−1ui−1

h
= 0, i = 0, 1, 2, . . . ,

где ρ̂i — плотность на предыдущем шаге по
времени. Из этого разностного уравнения нахо-
дится скорость на новом шаге по времени ui:

ui =
ρi−1ui−1

ρi
− h

ρi − ρ̂i
ρiτ

.

Решение сеточных уравнений ищется в обла-
сти от x = 0 до x = 10 мм, пространствен-
ный шаг h = 2 · 10−3 мм, для проверки пра-
вильности получаемых результатов размерное
число Куранта Kr = τh−2 менялось в интерва-
ле [50; 500].

Моделирование горения проводилось для
смеси водород/кислород: A — H2, B — O2,
C — H2O; νA = 2, νB = 1, νC = 2; μA =
0.002 кг/моль, μB = 0.032 кг/моль, μC =
0.018 кг/моль.

Обширные исследования механизма горе-
ния смеси H2/O2 изложены в работах [10–12,
16], где рассматривалось до 26 промежуточ-
ных (прямых и обратных) реакций со своими
химическими уравнениями и не рассматрива-
лось влияние химической работы на процессы
горения. Численное моделирование выполня-
лось с использованием готовых программных
кодов ANSYS CFX cо встроенной базой дан-
ных, где учитывается зависимость теплоемко-
сти от температуры [17]. Если смесь H2/O2
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разбавлена даже слабо реагирующими веще-
ствами [18, 19], модели сильно усложняются не
только за счет дополнительных реакций, но и
из-за необходимости менять числовые харак-
теристики констант химических реакций [20].
Поскольку в настоящей работе анализирует-
ся роль химической работы в горении смеси
H2/O2, то предлагаемое исследование не пре-
тендует на детальное описание всего процесса.
Влияние химической работы на температуру и
скорость горения можно изучать и на основе
простого химического уравнения 2H2 + O2 →
2H2O.

В тестовом расчете были исполь-
зованы следующие значения парамет-
ров: T0 = 298 K, p = 1.01 · 105 Па;
γA = 1.4, γB = 1.4, γC = 1.35; cp,A =
17 084 Дж/(кг ·K), cp,B = 1 218 Дж/(кг ·K),

cp,C = 2967 Дж/(кг ·K); D0 = 1.15 · 10−5 м2/с,
λ0 = 0.02 Вт/(м ·K); Q = 285.8 кДж/моль, k0 =
2.6 · 1016 моль ·м6/(кг3 · с), E = 175 кДж/моль.

Константа реакции k0 и энергия акти-
вации E подобраны так, чтобы температу-
ра пламени Tb и его скорость ub были близ-
ки к экспериментальным данным. Численные
значения теплоемкостей cp,A, cp,B и cp,C взя-
ты из табличных данных [21, 22] при темпе-
ратуре 2 970 K, поскольку химическая рабо-
та существенна вблизи зоны химической ре-
акции. С приведенными значениями D0 и λ0
число Льюиса Le вдоль координаты x растет
от 0.839 до 1.209 (рис. 2,а). Это способствует
диффузионно-тепловой устойчивости пламени,
поскольку она обеспечивается вблизи Le = 1
[23–26].

Теплоемкость cp на фронте горения сни-
жается с cp,mix = 2 981 Дж/(кг ·K) до cp,C =
2867 Дж/(кг ·K) (рис. 2,б), параметр σ = 0.04.
Обращает на себя внимание очень малая по
толщине зона прогрева, располагающаяся впе-
реди зоны химических реакций. Из-за малого
размера зона прогрева как будто превращает-
ся в точку «разрыва» x = 5.13 мм (рис. 2,а) на
графиках функций gA(x), gB(x), gC(x) и T (x)
(рис. 2,б). За этой точкой находится протяжен-
ная область, где происходит химическая реак-
ция. Распределение температуры T (x) имеет
выпуклую форму.

Практическое значение имеет простой спо-
соб оценки температуры пламени.В данной мо-
дели по аналогии с формулой (1) предлагается
следующая форма ее представления:

Рис. 2. Изменения числа Льюиса (а, линия 1),
концентраций веществ gA (2), gB (3), gC (4)
(а), а также температуры T (б, линия 1), ско-
рости реакции W ′ (2) и теплоемкости cp (3)
вдоль координаты x

Tb = T0 +
Q′
cp,C

(1 + ασ)gA,0, α = 0.5. (25)

Произведение ασ = 0.02 — это относитель-
ная доля вклада химической работы в тепло-
вой эффект. Согласно модельному расчету ско-
рость горения ub = 10.38 м/с и температура
пламени Tb = 3 118 K, без учета химической
работы они были бы равны 9.36 м/с и 3 067 K.
Относительные изменения скорости горения ub
и Tb составляют соответственно 0.11 и 0.017.

ПЕРЕМЕННЫЕ ТЕПЛОЕМКОСТИ ВЕЩЕСТВ

Рассмотрим теперь горение с учетом за-
висимости индивидуальных теплоемкостей ве-
ществ cp,A, cp,B и cp,C от температуры. Данные
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экспериментов [21, 22] с максимальной относи-
тельной ошибкой εmax вблизи T = 600 K ап-
проксимируются функциями

cp,A = 14200 + 0.22(T − 273)1.2, εmax = 0.011;

cp,B = 910 + 4.0(T − 273)0.55 , εmax = 0.035;

cp,C = 1866 + 1.8(T − 273)0.8, εmax = 0.037.

В наиболее интересной области температур
T > 1 000 K относительные ошибки составля-
ют менее 0.01. Но здесь не принимается во вни-
мание повышение теплоемкости водорода cp,A с
началом диссоциации при температурах выше
3 000 K [13, 22].

Использование уравнения (24) с перемен-
ными теплоемкостями оправдано, поскольку в
интересующем интервале температуры выпол-
няются неравенства

T

cp,A

dcp,A
dT

≈ 0.1 � 1,
T

cp,B

dcp,B
dT

≈ 0.1 � 1,

T

cp,C

dcp,C
dT

≈ 0.1 � 1.

Если при выводе уравнения для T с само-
го начала учитывать переменность теплоемко-
стей, то появились бы малозначительные ве-
личины порядка 0.1 как поправки ко второму
члену в правой части равенства (24).

Теперь появляется зависимость σ(T ), и
влияние химической работы на поведение го-
рения становится сложным. Чтобы оставить
скорость пламени равной прежнему значе-
нию, необходимо взять новое значение k0 =
1.2 · 1016 моль ·м6/(кг3 · с). Тогда в случае рас-
чета без учета химической работы, когда из
уравнения (24) выбрасывается второй член
в правой части равенства, получим скорость
пламени ub = 10.52 м/с. Изменившиеся тепло-
емкости приводят к повышению температуры
пламени Tb = 3 295 K.

С включением химической работы ско-
рость и температура пламени равны ub =
12.52 м/с и Tb = 3413 K. Относительный при-
рост скорости горения составил 0.19, темпе-
ратуры пламени — 0.037. Эти числа пример-
но в два раза больше, чем в предыдущем слу-
чае постоянных теплоемкостей. Происходящие
процессы в зоне химической реакции можно де-
тально увидеть, анализируя поведение пара-
метра σ (рис. 3,а) и скоростей реакции W ′ и
химической работы A′ (рис. 3,б):

Рис. 3. Изменения параметра σ (а), скорости
реакции W ′ (линия 1 на рис. 3,б) и скорости
производства химической работы A′ (линия 2
на рис. 3,б) вдоль координаты x:

Δx1, Δx2 — области быстрого роста и медленного
снижения σ; для удобства параметры W ′ и A′ на
рис. 3,б умножены соответственно на 10−5 и 10−4

A′ = −(cp,mix − cp,C)T

gA,0Q′

(
∂gA
∂t

+ u
∂gA
∂x

)
.

В интервале Δx1 = 0.014 мм происходит быст-
рый рост σ до максимального значения 0.043,
то же самое происходит со скоростью произ-
водства химической работы A′.Мощность теп-
ловыделения за счет реакции W ′ немного от-
стает от производства химической работы A′,
их отношение в точках максимума составляет
величину порядка 23.

Опережение A′ происходит вследствие то-
го, что cp,mix(T ) растет быстрее cp(T ), и это
видно по рис. 3,а. В интервале Δx1 исходная
смесь H2/O2 накапливает тепловую энергию
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больше, чем продуктH2O. После этого в интер-
вале Δx2 эта энергия «сбрасывается» в среду в
виде химической работы в результате замеще-
ния в объеме молекул смеси H2/O2 молекулами
продукта реакции H2O. Но различие мест рас-
положения максимумов W ′ и A′ малое, и при-
ближенно точки этих максимумов можно счи-
тать совпадающими.

Теплоемкость смеси cp повышается с 2 409
до 2 996 Дж/(кг ·K) в отличие от предыду-
щего случая постоянных теплоемкостей ве-
ществ (см. рис. 2,б), когда cp, наоборот, сни-
жалась. Это объясняется использованием при
построении рис. 2,б постоянных значений ин-
дивидуальных теплоемкостей при температуре
2 970 K, когда σ = σmax ≈ 0.04 (см. рис. 3,а).

Для численной оценки относительного
вклада химической работы используется (25),
где σ заменяется на σmax. Из (25) выразим

ασmax =
cp,CTb,0
gA,0Q′ ε =

Tb,0
Tb,0 − T0

ε,

где Tb,0 — температура пламени без учета хи-
мической работы, ε — относительное измене-
ние температуры при учете химической рабо-
ты и без нее, по определению

ε =
Tb − Tb,0

Tb,0
.

Тогда оценочное уравнение принимает вид

ασmax =
Tb − Tb,0
Tb,0 − T0

.

Используя полученные выше данные Tb =
3413 K, Tb,0 = 3 295 K и T0 = 298 K, находим
ασmax = 0.039. Эта величина мало отличается
от приведенного выше относительного увели-
чения температуры.

ЗАВИСИМОСТЬ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ
ОТ ИЗМЕНЕНИЯ ПРОСТРАНСТВЕННОГО

ШАГА ИНТЕГРИРОВАНИЯ

В таблице представлены результаты рас-
четов при различных пространственных шагах
h и постоянном шаге по времени τ = 2 · 10−3 с;
анализ выполнен для случаев постоянных и пе-
ременных теплоемкостей cp,A, cp,B, cp,C. Для по-
лучения надежных результатов необходим ма-
лый пространственный шаг h, его большое зна-
чение (h = 4 · 10−3 мм) приводит к появлению

Температура пламени и скорость горения
при различных пространственных шагах

h, мм Tb, K ub, м/с

cp,A = const, cp,B = const, cp,C = const

4 · 10−3 3 139 ≈12.33 (среднее значение)

2 · 10−3 3 118 10.38

1 · 10−3 3 094 10.01

0.5 · 10−3 3 080 9.84

cp,A �= const, cp,B �= const, cp,C �= const

4 · 10−3 3 337 ≈12.04 (среднее значение)

2 · 10−3 3 413 12.52

1 · 10−3 3 407 12.54

0.5 · 10−3 3 401 12.51

нелинейных колебаний с максимальной ампли-
тудой 24 и 16 м/с соответственно для случа-
ев постоянных и переменных теплоемкостей,
поэтому в таблицу включены средние значе-
ния ub.

В верхней части таблицы видно наличие
плавной сходимости по шагу h, каждое дву-
кратное его уменьшение приближает к точ-
ному решению. В нижней части таблицы ре-
зультаты практически не меняются на шагах
2 · 10−3 мм и менее.

ЗАВИСИМОСТЬ СКОРОСТИ ГОРЕНИЯ
И ТЕМПЕРАТУРЫ ПЛАМЕНИ
ОТ НАЧАЛЬНОЙ ТЕМПЕРАТУРЫ

Выше в расчетах молярный тепловой эф-
фект взят равным Q = 285.8 кДж/моль, это
значение определено из опыта и равно энталь-
пии образования пара воды. В уравнениях для
температуры параметр Q необходимо опреде-
лять через энергии связей в участвующих в
реакции молекулах [2, 13]; выше применялось
завышенное значение Q и, как следствие, ско-
рость горения и температура пламени полу-
чились высокими. Для определения зависимо-
стей ub(T0) и Tb(T0) (рис. 4) использовалось
заниженное значение теплового эффекта Q =
261 кДж/моль.

В отличие от модели [16], здесь обнару-
живается более сильная зависимость ub при
T0 > 400 K. Функция Tb(T0) оказывается слабо
нелинейной, что указывает на существование
зависимости α(T0) в уравнении (25).
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Рис. 4. Зависимости скорости и температуры
пламени от начальной температуры

ОБСУЖДЕНИЕ

При горении стехиометрической смеси
H2/O2 относительный вклад химической рабо-
ты в общий энергетический баланс составля-
ет 3.9 %. Но когда говорят о степени влияния,
то имеют в виду относительное изменение ско-
рости горения, и оно оказывается большим —
19 %. Без учета зависимости теплоемкостей от
температуры аналогичные результаты оказа-
лись заниженными примерно в два раза. Отсю-
да можно сделать вывод о необходимости уче-
та химической работы при моделировании го-
рения газов. Поскольку в правой части уравне-
ния энергии из системы (24) содержится про-
изводная по времени от концентрации, влия-
ние химической работы на процессы горения
может сильно проявиться при быстропротека-
ющих явлениях.

Основная доля химической работы содер-
жится в механической работе Wυ, меньшая
часть — во внутренней энергии, поскольку
приходящее конвективным переносом тепло
Qυ2 можно включить во внутреннюю энергию
Uυ. Отсюда следует, что химическая работа
присутствует и в термодинамических систе-
мах, где отсутствуют внутренние источники
тепла. Это свойство использовано [2] в расчете
коэффициента полезного действия (КПД) для
машины с циклом Карно. Выяснилось, что ес-
ли в нагревателе теплоемкость рабочего веще-
ства при высокой температуре больше, чем в
холодильнике с низкой температурой, то КПД
повышается. Иначе говоря, превращение теп-
ла в работу происходит более рационально, и
закон сохранения энергии не нарушается. Ска-

занное позволяет дать новое объяснение повы-
шению температуры пламени при учете хими-
ческой работы, если волну горения рассматри-
вать как тепловую машину, а горение — как
термодинамический процесс в такой машине
[28]. Тогда причина повышения температуры
пламени состоит в более рациональном распре-
делении энергии в волне горения, если ее рас-
сматривать с точки зрения синергетики [29].
Подобное наблюдается при сжигании газов в
условиях постоянного давления и постоянного
объема, в каждом случае получаются разные
температуры продуктов горения, и это зависит
от того, совершается ли механическая работа
или нет. Поэтому другая физическая интерпре-
тация уравнения (25) была бы основана на вве-
дении эффективной теплоемкости продукта го-
рения c∗p,C, позволяющей записать (25) в виде

Tb = T0 +
Q′
c∗p,C

gA,0, c∗p,C =
cp,C

1 + ασ
.

Горение с участием химической работы про-
исходит так, что газовые продукты горения
имеют теплоемкость из двойного неравенства
cv,C < c∗p,C < cp,C, т. е. уже не при постоянном
давлении, но еще не при постоянном объеме.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

По результатам проделанной работы мож-
но сделать следующие выводы:

— влияние химической работы на процесс
горения стехиометрической смеси H2/O2 ока-
зывается существенным;

— энтальпия сгорания горючей смеси и из-
менение энергии связи между атомами в моле-
кулах— это разные физические характеристи-
ки, они различаются на величину химической
работы, производимой в ходе химической реак-
ции;

— при горении продукты характеризуют-
ся эффективной теплоемкостью, она оказыва-
ется меньше той, что была бы без учета хими-
ческой работы.
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