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Рассмотрена линейная и нелинейная устойчивость двухслойного течения Пуазейля в
горизонтальном канале и проведено сравнение с результатами исследования устойчиво-
сти такого течения в вертикальном канале. На первом этапе линеаризованы уравнения
Навье — Стокса в обеих фазах и путем решения спектральной задачи определена ди-
намика периодических возмущений в широком диапазоне значений числа Рейнольдса
жидкости и скорости газа. Рассчитаны нейтральные и наиболее быстро растущие воз-
мущения неустойчивой моды. На втором этапе с использованием полных уравнений На-
вье — Стокса для обеих жидкостей рассчитаны нелинейные волновые режимы течения
Пуазейля в горизонтальном канале.
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Введение. Задача о двухслойном течении жидкости и газа является одной из наиболее
интересных и важных в гидродинамике течений с поверхностью раздела. Процессы тепло-
и массопереноса в таких течениях часто используются в современных установках (ком-
пактные теплообменники, химические реакторы, холодильная техника, тепловые насосы)
и технологических процессах (разделение смесей в дистилляционных колоннах, охлажде-
ние электронных плат). Двухслойные течения широко применяются в процессах нанесения
различных покрытий. Расслоенное течение вязких углеводородов и воды используется для
уменьшения сопротивления при транспортировке нефти по трубам. Для развития авиа-
ции и проектирования теплозащиты спускаемых космических аппаратов также требуется

исследование устойчивости двухслойных течений и волновых явлений в них.
В работе [1] впервые проведен анализ линейной устойчивости расслоенного течения

Пуазейля в плоском горизонтальном канале. Задавались отношение объемных долей двух
жидкостей h1/h2 и число Рейнольдса, зависящее от скорости межфазной поверхности. По-
казано, что для возникновения неустойчивых возмущений при любых числах Рейнольдса
достаточно, чтобы различными были вязкости верхней и нижней жидкостей (µ1/µ2 6= 1).
Рассматривались только длинноволновые возмущения и использовался асимптотический

метод. В работах [2, 3] с использованием численного метода для решения задачи Орра —
Зоммерфельда рассмотрено поведение как длинных, так и коротких возмущений. Задача
является многопараметрической, поэтому для получения качественных выводов параметр
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h1/h2 варьировался при различных постоянных значениях других параметров. Менялись
отношения плотностей ρ1/ρ2 и вязкостей µ1/µ2, поверхностное натяжение и сила тяжести.
Построенные области устойчивых (неустойчивых) возмущений на плоскости параметров
(α, h1/h2) очень разнообразны (α — волновое число возмущения). Показано, что при боль-
ших значениях числа Рейнольдса одновременно существуют две моды неустойчивости:
“поверхностная” и сдвиговая (мода Толлмина — Шлихтинга, приводящая к переходу к
турбулентности). В работах [4, 5] рассматривалось расслоенное течение Пуазейля в на-
клонном канале. Задавались отношение объемных долей двух жидкостей h1/h2 и число

Рейнольдса, зависящее от суммарного расхода двух жидкостей в канале. По мнению ав-
торов [4, 5], неустойчивость в горизонтальном и наклонном каналах имеет различную фи-
зическую природу. Пленочные течения, исследования волновых режимов которых начаты
в работах [6–8], являются частным случаем расслоенного течения Пуазейля в наклонном
канале. В экспериментальных работах [7, 8] обнаружены различные волновые режимы

стекания пленок жидкости при активном и пассивном влиянии газовой фазы — волны

Капицы. В работах [9, 10] с использованием асимптотического подхода изучена линей-
ная устойчивость безволнового решения Нуссельта и показано, что оно неустойчиво при
значениях числа Рейнольдса Re > Recr = 5 ctg (β)/6 (β — угол наклона поверхности

течения). Полученные в [9, 10] неустойчивые возмущения (в дальнейшем поверхностная
мода) являются длинноволновыми и на нелинейной стадии развития аналогичны волнам
Капицы. В работах [11, 12] с использованием численных методов для решения уравне-
ний Навье — Стокса рассмотрены линейная и нелинейная устойчивости течения пленки

со спутным потоком газа. Значения числа Рейнольдса для жидкости и газа задавались
по среднерасходным скоростям обеих фаз. Показано, что для “поверхностной” моды ней-
тральные кривые существенно трансформируются с увеличением скорости газа и это в

существенной мере определяется углом наклона и шириной канала. При малых значениях
скорости газа “поверхностная” мода соответствует волнам Капицы.

Таким образом, волновое двухслойное течение Пуазейля исследуется в горизонтальном
и наклонном (или вертикальном) каналах, при этом используются различные системы
безразмерных величин и определяющих параметров.

Целью настоящей работы является анализ линейной и нелинейной устойчивости двух-
слойного течения Пуазейля в наклонном канале в рамках одних и тех же уравнений, опи-
сывающих также течение в горизонтальном и вертикальном каналах в качестве частных

случаев. С использованием полных линеаризованных уравнений Навье — Стокса анализи-
руется наличие и число различных неустойчивых мод. В качестве независимых парамет-
ров рассматриваются среднерасходные скорости для обеих фаз, что является принципи-
альным отличием от работ [1–5]. Также анализируются нейтральные кривые и наиболее
опасные линейные возмущения и рассчитываются стационарно бегущие волны конечной

амплитуды.
1. Постановка задачи. Основные уравнения. Волновое течение двух несмешива-

ющихся жидкостей между двумя наклонными плоскостями (рис. 1) описывается системой
уравнений Навье — Стокса с соответствующими граничными условиями:
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Рис. 1. Схема расслоенного течения двух жидкостей:
1 — вода (нижняя жидкость), 2 — нефть или воздух (верхняя жидкость)
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Здесь u, v — компоненты вектора скорости нижней жидкости (далее жидкость 1) вдоль
осей x и y соответственно; ug, vg — компоненты вектора скорости верхней жидкости (далее
жидкость 2, или “газовая” фаза) вдоль осей x и y соответственно; P , P g — давление в

жидкости и газе; σik, σg
ik — компоненты тензора напряжений в жидкой и газовой фазах; nk,
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τi — компоненты нормального и касательного векторов к волновой границе разделаH(x, t);

R̂ — радиус кривизны.
Уравнения (1)–(4) представляют собой законы сохранения импульса и массы для жид-

кости, а также кинематическое условие на границе раздела, уравнение (5) — условие при-
липания на стенке, уравнения (6), (7) — условия равенства касательных и нормальных

сил на поверхности раздела, уравнение (8) — условие прилипания на поверхности разде-
ла. Уравнения (9), (10) представляют собой закон сохранения импульса для газовой фазы,
уравнение (11) — закон сохранения массы, уравнение (12) является условием прилипа-
ния на верхней стенке канала для газовой фазы в случае плоского течения Пуазейля двух

несмешивающихся жидкостей.
Уравнения (1)–(12) записаны в безразмерном виде. Безразмерные величины связаны

с соответствующими размерными величинами (со знаком “∗”) следующим образом:
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Здесь ν, µ, νg, µg — кинематическая и динамическая вязкости жидкости и газа соответ-
ственно; ρ, ρg — плотность жидкости и газа; σ — поверхностное натяжение; Re, Reg —
число Рейнольдса для жидкости и газа. В качестве масштаба скорости ug

0 используем сред-
нерасходную скорость газа UGS , рассчитанную по высоте канала D. В качестве масштаба
оси x используется длина волны рассматриваемых возмущений L. Выбор масштаба H0

вдоль оси y зависит от постановки задачи. В случае если фиксируется объем жидкости в
канале, H0 = h1 и значение n можно считать заданным: n = 1. В случае если фиксируется
расход жидкости Re в канале, H0 = D, высота слоя жидкости h1 заранее неизвестна и

ε2 = 1. Заметим, что выражения для давления в уравнениях (1)–(12) преобразованы, из
них исключены члены, линейно растущие с увеличением координаты x, а также гравита-
ция в уравнениях для газовой фазы:

P ∗ = P̄ ∗ + Zρg(u
g
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2x∗/L− ρggy∗ cos β + ρggx∗ sin β,

(P g)∗ = (P̄ g)∗ + Zρg(u
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(Z — заранее неизвестная константа, определяющая перепад давления вдоль координа-
ты x).

Заметим, что в отличие от работ [11, 12] в данной работе уравнения (1)–(12) и со-
отношения (13) позволяют рассматривать двухслойное течение в горизонтальном канале
β = 0◦ как частный случай течения в наклонном канале.

Для дальнейших расчетов проводится преобразование координат η = y/H(x, t) для
жидкой фазы и η̃ = (1−ε2y)/(1−ε2H(x, t)) для газовой фазы. В новых переменных область
течения становится известной: η ∈ [0, 1], η̃ ∈ [0, 1]. В настоящей работе уравнения (1)–(12)
в переменных η, η̃ не приводятся, детали этого преобразования изложены в [11, 12].
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В настоящей работе рассматриваются линейная и нелинейная устойчивости стацио-
нарных решений [ub(η), P̄b(η), ug

b(η̃), P̄ g
b (η̃), Hb] системы уравнений (1)–(12), соответствую-

щих безволновому течению жидкости и газа, для которого ε = 1:

ub(x, η) = α1η
2 + β1η, vb(x, η) = 0, P̄b(η) = −3(1− ερ)R cos βε3

2Hb(η − 1)/ Re2,

ug
b(x, η̃) = Cη̃2 + C1η̃, vg

b (x, η̃) = 0, P̄ g
b (η̃) = 0.

Для расчета толщины Hb и величин α1, β1, C, C1, Zb при фиксированных значениях па-
раметров ε2, ερ, εµ, n, β, R, We, Re, Reg решались следующие уравнения:
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Система уравнений (14) получена с учетом балансных соотношений для среднерасходных
скоростей в жидкости и газе:
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Подставляя

H = Hb + Ĥ e−λt e2πix + к.с., u = ub(η) + û(η) e−λt e2πix + к.с.,

v = v̂(η) e−λt e2πix + к.с., P̄ = P̄b(x, η) + P̂ (η) e−λt e2πix + к.с.,

ug = ug
b(η̃) + ûg(η̃) e−λt e2πix + к.с., vg = v̂g(η̃) e−λt e2πix + к.с.,

P̄ g = P̄ g
b (x, η̃) + P̂ g(η̃) e−λt e2πix + к.с.

(к.с. — комплексно-сопряженная величина) в уравнения (1)–(12) и линеаризуя их в окрест-
ности стационарного решения, получаем систему уравнений для нахождения спектра соб-
ственных значений и решения задачи о линейной устойчивости стационарного решения.
Заметим, что эти уравнения близки к соответствующим уравнениям из работ [11, 12]. Для
аппроксимации полей скорости [û(η), v̂(η)] и [ûg(η̃), v̂g(η̃)] используются полиномы Чебы-
шева Tm(η1), η1 = 2η − 1 и Tm(η̃1), η̃1 = 2η̃ − 1 соответственно:
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В результате задача сводится к обобщенной задаче на собственные значения для комплекс-
ных матриц общего вида:

Ax̂ = λBx̂, x̂ =
(
Ĥ, P̂ g

∣∣
η̃=1

, Ûm, V̂m, (Ûg)m, (V̂ g)m)т. (15)

Матрицы A и B имеют размерность 2(M + Mg + 1), их элементы определяются численно
путем перебора единичных векторов возмущений [11, 12].

Для исследования устойчивости стационарного решения [ub(η), P̄b(η), ug
b(η̃), P̄ g

b (η̃), Hb]
необходимо проанализировать 2(M + Mg + 1) собственных чисел задачи (15), варьируя
волновое число возмущений α = 2πε. Решение является устойчивым, если вещественные
части всех собственных значений больше или равны нулю при всех положительных зна-
чениях волнового числа. Возмущение является нейтральным, если вещественная часть
соответствующего ему собственного значения равна нулю: Real (λ) = 0. В этом случае

фазовая скорость возмущения равна cneut ≡ Imag (λ)/α.
Следует отметить, что в настоящей работе, как и в большинстве работ, посвященных

исследованию линейной устойчивости двухслойного течения жидкости в каналах, рассмат-
риваются только двумерные возмущения, для которых справедлива теорема Сквайера.
Согласно этой теореме двумерные возмущения наиболее опасны на линейной стадии и на-
чинают нарастать при меньших по сравнению с трехмерными возмущениями значениях

числа Рейнольдса. На слабонелинейной стадии развития ситуация может оказаться более
сложной. Например, при рассмотрении ламинарно-турбулентного перехода погранично-
го слоя (неустойчивость Толлмина — Шлихтинга) трехмерные возмущения нарастают
быстрее, чем двумерные, и результирующее течение не является двумерным [13]. Также
имеет место существенное различие между вычисленным числом Рейнольдса для нача-
ла ламинарно-турбулентного перехода и его измеренным значением как для однородно-
го течения Пуазейля в плоском канале, так и для гравитационного пленочного стекания
жидкости. Причина этого определяется на слабонелинейной стадии развития. В настоя-
щей работе рассматриваются неустойчивые возмущения поверхностной моды. В ряде экс-
периментов показано, что предсказанное число Рейнольдса для начала неустойчивости
этой моды и результаты соответствующих измерений [14–17] полностью количественно

согласуются. Таким образом, трехмерные возмущения поверхностной моды на линейной и
слабонелинейной стадиях развития исключаются из рассмотрения на основе эксперимен-
тальных данных. Трехмерные возмущения этой моды должны рассматриваться на стадии
исследования устойчивости сформировавшихся нелинейных двумерных структур.

В задаче (15) имеется восемь независимых параметров: ε, h2/h1, εµ, ερ, β, R, We, Reg

в случае заданного объема жидкости, ε, εµ, ερ, β, R, We, Re, Reg в случае заданного расхода

жидкости. Пять параметров задачи (R, β, We, εµ, ερ) зависят только от физических свойств
газа и жидкости и от размера канала. Заметим, что при σ 6= 0, g 6= 0 вместо параметров R
и We можно использовать число Капицы Fi ≡ (σ/ρ)3/(gν4) и отношение капиллярной

постоянной к высоте канала: R ≡ (1/3)Fi1/2 (D/
√

σ/(ρg) )3, We ≡ Fi1/2 (D/
√

σ/(ρg) ) (см.,
например, работы [11, 12]).

На рис. 2 приведены зависимости безразмерной толщины пленки жидкости

h1/(3ν
2 Re /(g(1−ερ)))

1/3 и отношения h2/h1 для безволнового течения (14) воды и воздуха
в горизонтальном канале (за исключением линий 10, 10 ′, соответствующих вертикально-
му каналу) от числа Рейнольдса жидкости при различных значениях средней скорости
газовой фазы UGS , отнесенной к высоте канала:

UGS ≡ UAS =
1

D

D∫
H

ug dy.
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Рис. 2. Зависимости безразмерной толщины пленки воды (1–10) и отношения
h2/h1 (1 ′–10 ′) от числа Рейнольдса для воды в случае безволнового течения

воздуха и воды при различных значениях осредненной скорости воздуха UAS :
1, 1 ′ — UAS = 0,1 м/с, 2, 2 ′ — UAS = 1,0 м/с, 3, 3 ′ — UAS = 2,0 м/с, 4, 4 ′ — UAS =
2,5 м/с, 5, 5 ′ — UAS = 2,75 м/с, 6, 6 ′ — UAS = 3,0 м/с, 7, 7 ′ — UAS = 5,0 м/с,
8, 8 ′ — UAS = 7,0 м/с, 9, 9 ′, 10, 10 ′ — UAS = 10,0 м/с; 1–9, 1 ′–9 ′ — горизонтальный

канал (β = 0◦) высотой D = 5,0 мм; 10, 10 ′ — вертикальный канал (β = 90◦) шириной
D = 5,0 мм

Размерная толщина жидкого слоя h1 = H∗
b сравнивается с толщиной, вычисленной по кри-

терию Нуссельта, для случая гравитационного стекания в вертикальном канале. Размер-
ная толщина пленки увеличивается при увеличении числа Рейнольдса Re и уменьшается
при увеличении скорости газа. Наличие экстремума на кривых 2–9 на рис. 2 обуслов-
лено сужением области газовой фазы при увеличении толщины пленки. Заметим, что в
исследуемом диапазоне параметров отношение h2/h1 меняется в широких пределах.

Для тестирования алгоритма решения задачи (15) были построены линии нейтральной
устойчивости поверхностной и сдвиговой мод, полученные ранее в работе [3], в которой
рассматривалось течение Пуазейля двух жидкостей в плоском канале при их заданном

объеме или отношении h2/h1. На рис. 3 приведены зависимости волнового числа α =
2πD/L нейтральных возмущений от удвоенного числа Рейнольдса Re = UWSD/ν1 для

воды, рассчитанные для условий эксперимента [18] (UWS — скорость воды, осредненная
по высоте канала). Сравнение с результатами работы [3] показывает, что они хорошо
согласуются с данными проведенных расчетов.

Численный алгоритм расчета нелинейных стационарно бегущих решений

[u(ξ, η), P̄ (ξ, η), ug(ξ, η̃), P̄ g(ξ, η̃), H(ξ)] уравнений (1)–(12) аналогичен алгоритму, раз-
витому в работе [12] (ξ = x− ct; c — фазовая скорость). В настоящей работе ограничимся
рассмотрением основных моментов. Для аппроксимации периодических по координате ξ
решений использовались полиномы Чебышева и разложение в ряд Фурье:

u(ξ, η) =
1

2
U1(ξ) +

M∑
m=2

Um(ξ)Tm−1(η1), η1 = 2η − 1,
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Рис. 3. Расчетные зависимости волнового числа α нейтральных возмущений

от числа Рейнольдса для воды в случае течения нефти и воды (h2/h1 = 1) в
горизонтальном канале высотой D = 25,4 мм:
точки — работа [3], линия — настоящая работа

Um(ξ) = U0
m +

N/2−1∑
k=−N/2+1

k 6=0

Uk
m e2πikξ, (U−k

m )∗ = Uk
m, m = 1, . . . ,M,

ug(ξ, η̃) =
1

2
(Ug)1(ξ) +

Mg∑
m=2

(Ug)m(ξ)Tm−1(η̃1), η̃1 = 2η̃ − 1,

(Ug)m(ξ) = (Ug)0m +

N/2−1∑
k=−N/2+1

k 6=0

(Ug)km e2πikξ, ((Ug)−k
m )∗ = (Ug)km,

H(ξ) = H0 +

N/2−1∑
k=−N/2+1

k 6=0

Hk e2πikξ, (H−k)∗ = Hk,

P̄ g(ξ, η̃)
∣∣
η̃=1

=

N/2−1∑
k=−N/2+1

k 6=0

(P̄ g)k e2πikξ, ((P̄ g)−k)∗ = (P̄ g)k, (P̄ g)0 ≡ 0.

Здесь Tm(η1) — полиномы Чебышева; знак “∗” означает комплексное сопряжение. В пер-
вую очередь задается начальное приближение для гармоник Uk

m, Hk, (Ug)km, (P̄ g)k и для
величин Z и c. Поскольку начало отсчета координаты x выбирается произвольно, фазу
одной из гармоник можно считать заранее известной (например, Real (H1) = 0). Это поз-
воляет получить уравнение для определения фазовой скорости c. Величина Z является

неизвестной величиной вместо гармоники (P̄ g)0. При заданных (M + Mg + 2)(N − 1) зна-
чениях гармоник Uk

m, (Ug)km, (P̄ g)k, Z, c, Hk поля скоростей v(ξ, η), vg(ξ, η̃) и давлений
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P̄ (ξ, η), P̄ g(ξ, η̃) однозначно определяются из уравнений (1)–(12). Далее рассчитывается
невязка уравнений и с использованием итерационного метода Ньютона уточняется на-
чальное приближение неизвестных величин (Uk

m, Hk, (Ug)km, (P̄ g)k, Z, c).

2. Результаты расчетов. Задача является многопараметрической, и в дальнейших
расчетах ограничимся рассмотрением системы вода — воздух и одного значения высо-
ты канала (D = 5 мм), являющегося горизонтальным (β = 0◦) (случай вертикального
канала представлен только для сравнения). В расчетах варьировались значения числа

Рейнольдса для жидкости и газа. На первом этапе при различных значениях среднерас-
ходной скорости газа UGS и Re ∈ [1, 1000] рассчитывалось общее количество неустойчивых
мод в задаче (15). Волновое число возмущений менялось с малым шагом в широком диапа-
зоне (2πD/L ∈ [0,005, 100]) и рассчитывался спектр собственных значений задачи (15). На
втором этапе рассчитывались нейтральные кривые для найденных неустойчивых мод и

анализировались наиболее опасные возмущения. Затем рассчитывались нелинейные вол-
ны, длина которых соответствует длине волны наиболее опасных линейных возмущений
(рис. 4–7).

В исследованном диапазоне параметров найдена только одна неустойчивая мода —
“поверхностная”. Иными словами, в спектре собственных значений задачи (15) для лю-
бого фиксированного набора параметров (ε, Re, Reg) из исследованного диапазона имеется
только одно отрицательное собственное значение либо ни одного. Нейтральные кривые
для горизонтального канала представлены на рис. 4. Возмущения, волновые числа кото-
рых меньше нейтральных волновых чисел, увеличиваются со временем. При уменьше-
нии скорости газа область неустойчивых возмущений сужается и сдвигается в область

больших значений числа Рейнольдса. При увеличении скорости газа нейтральная кривая
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Рис. 4. Зависимость волнового числа α нейтральных возмущений от числа

Рейнольдса для воды в случае течения воздуха и воды при различных значениях

осредненной скорости воздуха UAS :
а — α = 0,095 ÷ 10,000, Re = 1 ÷ 1000, б — α = 0,095 ÷ 16,000, Re = 1 ÷ 100;
1 — UAS = 0,1 м/с, 2 — UAS = 1,0 м/с, 3 — UAS = 2,0 м/с, 4 — UAS = 2,5 м/с,
5 — UAS = 2,75 м/с, 6 — UAS = 3,0 м/с, 7 — UAS = 5,0 м/с, 8 — UAS = 7,0 м/с,
9, 10 — UAS = 10,0 м/с; 1–9 — горизонтальный канал (β = 0◦) высотой D = 5,0 мм,
10 — вертикальный канал (β = 90◦) шириной D = 5,0 мм
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Рис. 5. Зависимость фактора роста γ от числа Рейнольдса для воды в случае
течения воздуха и воды при различных значениях осредненной скорости возду-
ха UAS :
1 — UAS = 0,1 м/с, 2 — UAS = 1,0 м/с, 3 — UAS = 2,0 м/с, 4 — UAS = 2,5 м/с,
5 — UAS = 2,75 м/с, 6 — UAS = 3,0 м/с, 7 — UAS = 5,0 м/с, 8 — UAS = 7,0 м/с,
9, 10 — UAS = 10,0 м/с; 1–9 — горизонтальный канал (β = 0◦) высотой D = 5,0 мм,
10 — вертикальный канал (β = 90◦) шириной D = 5,0 мм

приближается к нейтральной кривой, соответствующей течению в вертикальном канале
(линия 10 на рис. 4), и различие между течениями в горизонтальном и вертикальном кана-
лах исчезает. Отметим также, что существуют скорости газа, при которых поверхностная
мода имеет две области неустойчивых возмущений. На рис. 4 эти области ограничены ли-
ниями 4 при UAS = 2,5 м/с.

В области неустойчивости на кривой зависимости инкремента Real (−λ) от вол-
нового числа α имеется экстремум. Существуют наиболее быстро растущие возмуще-
ния, являющиеся наиболее опасными. На рис. 5 показан рассчитанный фактор роста γ

для таких возмущений, которые “нарастают вниз по потоку” по закону ∼ eγx∗
, γ =

(2π/L) Real (−λ)/Imag (λ). Возмущения развиваются на отрезке длиной несколько санти-
метров при больших значениях UGS (линии 8–10 на рис. 5) и на отрезке длиной несколько
десятков сантиметров при уменьшении скорости газа (линии 2–6 на рис. 5).

На рис. 6 приведены зависимости основных характеристик нелинейных стационарно
бегущих волн от скорости газа при различных значениях числа Рейнольдса жидкости (f∗,
c∗ — размерные частота и фазовая скорость для нелинейных режимов, Hmax, Hmin, 〈H〉 —
максимальная, минимальная и средняя толщины слоя жидкости).

На рис. 7 представлены волновые профили. Длина волны представленных на рис. 6,
7,а,б волновых режимов соответствует длине волны наиболее опасных линейных возмуще-
ний. Частота и фазовая скорость нелинейных волн увеличиваются при увеличении скоро-
сти газа и числа Рейнольдса для жидкости (см. рис. 6). Размерная средняя толщина пленки
уменьшается с увеличением скорости газа и увеличивается с ростом Re. Размерная мак-
симальная толщина пленки уменьшается при увеличении скорости газа. Расчет волновых
режимов, представленных на рис. 6, 7,а,б, продолжен при бо́льших значениях длины волны
(соответствующие профили толщины представлены на рис. 7,в,г). Ситуация аналогична
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Рис. 6. Зависимости основных характеристик нелинейных волн от осредненной
скорости воздуха UAS в случае течения воздуха и воды в горизонтальном канале

высотой D = 5,0 мм при различных значениях числа Рейнольдса для воды:
а — частота (1–5) и фазовая скорость (1 ′–5 ′), б — максимальная (1–5) и минимальная
(1 ′–5 ′) толщины слоя воды, в — средняя толщина слоя воды (1–5) и средняя скорость
жидкости на поверхности раздела (1 ′–5 ′); 1, 1 ′ — Re = 10, 2, 2 ′ — Re = 40, 3, 3 ′ —
Re = 140, 4, 4 ′ — Re = 220, 5, 5 ′ — Re = 300

случаю гравитационного стекания пленки вдоль вертикальной стенки, рассмотренному во
многих работах. Такие режимы названы длинными волнами γ1-семейства. Длинные вол-
ны другого типа (“γ2-семейство”) для горизонтального канала рассчитаны путем непре-
рывного продолжения длинных волн для случая вертикального канала, малых значений
скорости газа и числа Рейнольдса при изменении параметров ε, β, Re, Reg. Характерный
волновой профиль для таких режимов представлен на рис. 7,д.

При больших значениях скорости газа или числа Рейнольдса появляются новые моды

неустойчивых возмущений — “сдвиговые”, или волны Толлмина — Шлихтинга, приво-
дящие к турбулентности. В спектре задачи (15) при одном наборе параметров (ε, Re, Reg)
могут существовать два или три отрицательных собственных значения.
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Рис. 7. Волновые профили поверхности раздела в случае течения воздуха и воды
в горизонтальном канале высотойD = 5,0 мм при UAS = 10 м/с, Re = 10 (а, в, д)
и Re = 140 (б, г) и различных значениях длины волны:
а — D/L = 0,37, б — D/L = 0,51, в — D/L = 0,04, г — D/L = 0,12, д — D/L = 0,05

При изменениях физических свойств жидкости нейтральные кривые на плоскости па-
раметров (2πD/L, Re) могут существенно изменяться, создавая иногда “причудливые”
конфигурации областей устойчивых и неустойчивых возмущений. В настоящей работе

параметры R, β, We, εµ, ερ варьировались выборочно, в широком диапазоне, без учета
физичности получающихся систем жидкость — газ. Рассмотрен случай, описанный в ра-
боте [1] (R = We = β = 0, ερ = 1, εµ 6= 1). Если числа Рейнольдса жидкости и газа при
таких вариациях оставались малыми, неустойчивой является лишь одна мода. Случай, ко-
гда газ “тяжелее” жидкости, не рассматривался, и ставилось условие ερ 6 1, 0◦ 6 β 6 90◦.
В настоящей работе нейтральные кривые и другие зависимости, полученные при варьи-
ровании физических параметров жидкости и газа, не приводятся. Следует отметить, что
нейтральные кривые для случая неустойчивости Капицы (гравитационное пленочное тече-
ние в вертикальном канале) и нейтральные кривые для случая неустойчивости, описанно-
го в работе [1], трансформируются друг в друга при непрерывном изменении параметров.
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Эти неустойчивости представляют собой неустойчивость поверхности раздела при тече-
нии двух вязких жидкостей. Этот вывод отличается от выводов работ [4, 5], в которых
полагается, что неустойчивости в горизонтальном и наклонном каналах имеют различную
физическую природу.

Заключение. С использованием полных уравнений Навье — Стокса для двух фаз

рассмотрены линейная и нелинейная устойчивости двухслойного течения Пуазейля в гори-
зонтальном и наклонном каналах. При этом в качестве независимых параметров использо-
вались среднерасходные скорости для обеих фаз, что является принципиальным отличием
от работ [1–5]. В исследованном диапазоне параметров найдена одна неустойчивая мода —
“поверхностная”. Показано, что в случае вертикального канала при малых скоростях газа
неустойчивые возмущения этой моды на нелинейной стадии развития аналогичны волнам

Капицы. Проанализированы нейтральные кривые и наиболее опасные линейные возму-
щения этой моды в случае горизонтального канала. Обнаружено, что при увеличении
скорости газа нейтральная кривая приближается к соответствующей нейтральной кривой

для вертикального канала и различие между течениями в горизонтальном и вертикальном

каналах исчезает. Установлено также, что в случае горизонтального канала существуют
скорости газа, при которых поверхностная мода имеет две области неустойчивых воз-
мущений. Для горизонтального канала рассчитаны стационарно бегущие волны конечной
амплитуды и показано существование двух различных семейств решений. Результаты рас-
четов на основе полных уравнений Навье — Стокса можно использовать для дальнейшего

развития и апробации упрощенных моделей, описывающих волновое двухслойное течение
в горизонтальных и наклонных каналах.
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