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Введение

Данная работа является продолжением исследований авторов по потоковым схемам
расщепления в смешанном методе конечных элементов для уравнений теплоперено-
са [1–7]. Главным результатом этих исследований явилась разработка общего подхода к
построению схем расщепления в смешанном методе конечных элементов решения неста-
ционарных уравнений при использовании элементов Равьяра–Тома наименьшей степени
на прямоугольных сетках [8]. Основной идеей этого подхода является восстановление
схемы для векторного потока по заданной схеме расщепления (схеме-прообразу) для
нахождения сеточной дивергенции потока. В качестве схем-прообразов могут рассмат-
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риваться такие хорошо известные схемы, как классическая схема переменных направ-
лений [9] для двумерных задач и различные ее модификации, в том числе и обобщения
на трехмерный случай [10], локально-одномерные схемы [11, 12], схемы типа предиктор–
корректор [13, 12] и пр.

Связь между схемами для потока и схемами для дивергенции потока можно исполь-
зовать для получения априорных оценок устойчивости потоковых схем, что и было осу-
ществлено в работе [4] для нескольких схем в двумерном и трехмерном случаях. Указан-
ные оценки имеют место при некоторых ограничениях на начальные данные для сеточ-
ного теплового потока и в этом смысле являются оценками устойчивости по начальным
данным в подпространстве. В частности, был обнаружен ряд тестовых примеров, для
которых потоковые схемы из работы [4] демонстрировали только условную сходимость.
В работе [5] был проведен численный анализ ситуации с отсутствием сходимости для
некоторых тестовых решений у двумерной потоковой схемы расщепления на основе схе-
мы переменных направлений, предложенной в более ранних работах авторов [1, 2]. Как
оказалось, отсутствие безусловной сходимости связано с наличием ненулевой компонен-
ты в ядре оператора сеточной дивергенции погрешности начального потока и носит об-
щий характер, в том числе и для задач с гладкими решениями. При этом возникающие
особенности находятся в полном соответствии с теоретическими оценками статьи [4]. В
качестве возможного решения проблемы в статье [6] было предложено перейти к исполь-
зованию потоковых схем расщепления типа предиктор–корректор, в которых корректор
служит для ликвидации компоненты погрешности начального потока в ядре сеточной
дивергенции. Кроме того, в работе [6] с помощью разложения по собственным векто-
рам (в случае равномерной сетки) были проанализированы полученные в [4] априорные
оценки для двумерной схемы расщепления. Так же были приведены результаты числен-
ных экспериментов, показывающие, что двумерная схема предиктор–корректор на тех
же проблемных тестовых решениях имеет второй порядок сходимости. Таким образом,
было установлено, что в двумерном случае схемы типа предиктор–корректор обладают
преимуществом перед схемами, предложенными в более ранних работах.

В данной работе построена и исследована потоковая схема предиктор–корректор в
трехмерном случае. В уже упомянутой статье [4] рассмотрена потоковая схема расщепле-
ния, построенная по схеме-прообразу Дугласа–Ганна второго порядка точности. Однако
такая схема весьма чувствительна к уменьшению гладкости решения, и здесь будут при-
ведены примеры, демонстрирующие фактическое отсутствие сходимости. В то же время
предлагаемая потоковая схема, основанная на схеме-прообразе предиктор–корректор, на
тех же примерах сходится со вторым порядком. Отметим, что, как показано в рабо-
те [7], предложенная в статье [14] схема для двумерного случая на основе алгоритма
Удзавы может быть записана в виде потоковой схемы, полученной из схемы-прообраза
предиктор–корректор. В этом смысле предлагаемая здесь схема является обобщением
результатов работы [14] на трехмерный случай.

Работа организована следующим образом. В пункте 1 приводится необходимый кон-
текст — формулируется исходная задача, осуществляется ее пространственная аппрокси-
мация, описывается структура возникающих сеточных операторов, а также поясняется,
что мы понимаем под схемами-прообразами. Потоковая схема расщепления на основе
схемы-прообраза Дугласа–Ганна и анализ условий ее устойчивости приводятся в п. 2.
В пункте 3 построена трехмерная потоковая схема предиктор–корректор. В пункте 4
проведен сравнительный анализ результатов численных экспериментов для потоковой
схемы на основе схемы-прообраза Дугласа–Ганна и трехмерного потокового предиктор–
корректора.
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1. Постановка задачи и потоковые схемы

В области Ω ⊂ R3 с границей Γ = ΓD ∪ ΓN рассмотрим начально-краевую задачу в
виде закона сохранения энергии и закона Фурье, описывающих процесс переноса тепла
при t > 0:

∂T

∂t
+∇u = f, (1)

u = −a∇T, (2)

с краевыми условиями

T (t,x) = 0, x ∈ ΓD, (u · n)(t,x) = 0, x ∈ ΓN , t > 0, (3)

и начальными данными
T (0,x) = T0(x), x ∈ Ω. (4)

Здесь и далее T — температура, u — вектор теплового потока, n — единичный вектор
внешней нормали на ΓN , a — не зависящий от t коэффициент температуропроводно-
сти (thermal diffusivity). Отметим, что при достаточной гладкости функции T0 можно
говорить о начальном тепловом потоке u0 = −a∇T0.

Для решения задачи (1)–(4) применяется смешанный метод конечных элементов [15]
на прямоугольной сетке. Выпишем соответствующую сеточную задачу. В качестве обла-
сти рассмотрим параллелепипед Ω, и пусть множество Ω представляет собой объединение
замкнутых ячеек

e = [xi, xi+1]× [yj , yj+1]× [zk, zk+1], i, j, k = 0, . . . , N − 1.

В дальнейшем для простоты будет рассматриваться кубическая сетка с шагом h. Для
аппроксимации вектор-функции u используется пространство элементов Равьяра–Тома
наименьшей степени [8]:

Vh = V x
h × V

y
h × V

z
h , V α

h = span{ϕαi }Ni=0, α = x, y, z,

где ϕxi , ϕ
y
j и ϕ

z
k — кусочно-линейные базисные функции аргументов x, y и z соответствен-

но. Для аппроксимации температуры T используется пространство кусочно-постоянных
функций

Qh =
{
qh | qh(x) =

∑
e

qeχe(x)
}
,

где χe — характеристическая функция ячейки e. Таким образом может быть сформули-
рован полудискретный смешанный метод конечных элементов. При этом для простоты
будем предполагать, что ΓN = ∅, что соответствует рассмотренным ниже примерам.
Тогда

∀ vh ∈ Vh
∑
e

Te

∫
∂e

vhne dγ −
∫
Ω

1

a
uhvh dx = 0, (5)

∀ e ⊂ Ω me
dTe
dt

+

∫
∂e

uhne dγ =

∫
e

f dx, (6)

где Te = Te(t) — коэффициенты разложения сеточной температуры T h(t) по базису
пространства Qh, ne — единичный вектор внешней нормали на границе ячейки e. Для
используемой равномерной сетки me = h3. При этом
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Te(0) =
1

me

∫
e

T0(x) dx. (7)

В векторно-матричной форме сеточные уравнения (5), (6) принимают вид:

Auh = BT h , M
dT h

dt
+ Btuh = fh. (8)

Здесь мы перенесли обозначения для сеточных функций на векторы-столбцы в векторно-
матричной записи уравнений. При естественной нумерации ячеек параллелепипедальной
сетки M = diag{me} — диагональная матрица масс, матрицы A и B имеют следующий
блочный вид:

A =

 Ax 0 0
0 Ay 0
0 0 Az

 , B =

 Bx
By
Bz

 ,

где Ax, Ay и Az — трехдиагональные матрицы. Поскольку коэффициент температуро-
проводности не зависит от t, из уравнений (8) нетрудно получить уравнение для потока

A
duh

dt
+ BM−1Btuh = BM−1fh. (9)

Вопрос о выборе начальных данных для уравнения (9) будет рассмотрен в следующем
пункте.

Использование для аппроксимации по времени безусловно устойчивых неявных раз-
ностных схем наталкивается на проблему обращения на векторе матрицыA+νBM−1Bt,
где

BM−1Bt =

 BxM
−1Bt

x BxM
−1Bt

y BxM
−1Bt

z

ByM
−1Bt

x ByM
−1Bt

y ByM
−1Bt

z

BzM
−1Bt

x BzM
−1Bt

y BzM
−1Bt

z

 .

При этом матрицы Cα = Aα + νBαM
−1Bt

α, α = x, y, z, являются трехдиагональными,
и проблема конструирования безусловно устойчивых разностных схем для приближен-
ного решения уравнения (9) сводится к построению алгоритмов, требующих обращения
только матриц Cα. О такого типа алгоритмах можно условно говорить как о потоко-
вых схемах расщепления, и ряд таких схем был построен и исследован в упомянутых
во введении работах авторов [1–7], а также в статьях [14, 16, 17]. Очевидные спосо-
бы построения таких схем расщепления (например на основе треугольного аддитивного
представления матрицы BM−1Bt) привели к алгоритмам, демонстрирующим на ряде
тестовых примеров весьма низкую точность. В связи с этим был разработан общий под-
ход конструирования потоковых схем высокого качества, основанный на использовании
схем-прообразов. Детальное его описание содержится в статье авторов [7]. Кратко опи-
шем суть подхода. Подействуем матрицей M−1/2BtA−1 на равенство (9). В результате
получим скалярное уравнение

dξ

dt
+ Λξ = ΛM−1/2fh, (10)

где ξ = M−1/2Btuh и Λ = M−1/2BtA−1BM−1/2 — симметрическая положительно по-
луопределенная матрица. При этом матрица Λ может быть переписана в следующей
аддитивной форме: Λ = Λx + Λy + Λz, где Λα = M−1/2Bt

αA
−1
α BαM

−1/2, и, следователь-
но, для аппроксимации по времени уравнения (10) могут быть использованы какие-либо
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устойчивые схемы расщепления [12, 18]. По таким скалярным схемам, которые мы и
называем схемами-прообразами, можно воспроизвести схемы для потока, реализация
которых требует обращения только трехдиагональных матриц Aα и Cα. Такие схемы мы
называем потоковыми схемами расщепления. При этом действие матрицы M−1/2BtA−1

на такие схемы приводит к соответствующим схемам-прообразам. Отметим, что сами
схемы-прообразы экономично не реализуются, поскольку в нашем рассмотрении матри-
цы Λα являются заполненными.

2. Метод на основе схемы-прообраза Дугласа–Ганна

Возьмем в качестве схемы-прообраза для уравнения (10) схему Дугласа–Ганна [10]
второго порядка точности. Для простоты будем рассматривать однородное уравнение.
Следуя [12], представим схему Дугласа–Ганна в виде:

ξn+1/3 − ξn

τ
+ Λx

ξn+1/3 + ξn

2
+ (Λy + Λz)ξ

n = 0,

ξn+2/3 − ξn+1/3

τ
+ Λy

ξn+2/3 − ξn

2
= 0, (11)

ξn+1 − ξn+2/3

τ
+ Λz

ξn+1 − ξn

2
= 0.

Исключением дробных шагов нетрудно получить схему в целых шагах в форме, для
которой второй порядок аппроксимации очевиден:(

E +
τ2

4
D

)
ξn+1 − ξn

τ
+ Λ

ξn+1 + ξn

2
= 0, (12)

где D = ΛxΛy + ΛyΛz + ΛxΛz + 0.5 τΛxΛyΛz. Отметим, что фактически равенства (11)
являются реализацией схемы-прообраза (12). В этом смысле о равенствах (11) можно
говорить как о схеме-прообразе, записанной в дробных шагах.

Соответствующая схеме-прообразу (11) потоковая схема расщепления имеет вид [3]:

Ax
un+1
x − unx

τ
+BxM

−1Bt û
n+1 + un

2
= 0,

Ay
un+1
y − uny

τ
+ByM

−1Bt ũ
n+1 + un

2
= 0, (13)

Az
un+1
z − unz

τ
+BzM

−1Btu
n+1 + un

2
= 0,

где ûn+1 = (un+1
x , ûn+1

y , ûn+1
z )t, ũn+1 = (un+1

x , un+1
y , ûn+1

z )t, а компоненты ûn+1
y и ûn+1

z

определяются из равенств:

Ay
ûn+1
y − uny

τ
+ByM

−1Btun = 0,

Az
ûn+1
z − unz

τ
+BzM

−1Btun = 0.

Реализация двух последних равенств сводится к обращению трехдиагональных матриц
Ay и Az, после чего для получения решения в соответствии с (13) требуется последова-
тельное обращение трехдиагональных матриц Cx, Cy и Cz при ν = τ/2. В целых шагах
приведенная потоковая схема расщепления [3] имеет вид, указывающий на второй поря-
док аппроксимации:
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(
A +

τ2

4
R

)
un+1 − un

τ
+ BM−1Btu

n+1 + un

2
= 0 ,

где

R =

 BxM
−1/2G

ByM
−1/2Λz
0

 BxM
−1/2

ByM
−1/2

BzM
−1/2

t

, G = Λy + Λz + 0.5 τΛyΛz.

Детали механизма, связывающего схему-прообраз (11) и потоковую схему (13), подробно
описаны в статье [3].

Для схемы (13) в предположении попарной перестановочности матриц Λx, Λy и Λz в
работе [4] было установлено неравенство

‖un‖H ≤ c ‖u0‖
H̃
, n = 1, 2, . . . . (14)

Здесь c — не зависящее от параметров сетки и векторов un положительное число, H —
сеточный аналог пространства Hdiv(Ω):

‖v‖H =
(
‖v‖2A + ‖M−1/2Btv‖2

)1/2
,

‖·‖— стандартная евклидова норма в пространстве векторов-столбцов, соответствующих
скалярным сеточным функциям, H̃ — сеточное пространство с нормой

‖v‖
H̃

=
(
‖v‖2H + l2(v)

)1/2
,

где функционал l(v) задан равенством

l(v) = τ2
(
‖GM−1/2Btv‖2Λ + ‖ΛzM−1/2Btv‖2Λ

)1/2
.

В неперестановочном случае неравенство (14), вообще говоря, не выполняется, и связано
это с отсутствием соответствующих результатов по устойчивости для схемы-прообраза
Дугласа–Ганна (см. [10, 19]).

В дальнейшем через u(t) будем обозначать точный поток в момент времени t. Пусть
начальная температура T0 — дифференцируемая функция такая, что T0(x) = 0 на Γ,
и u0 = −a∇T0. Для достаточно гладкого решения исходной задачи равенство (2) имеет
место при t→ 0, и, следовательно, u(0) = u0. Введем проектирующие операторы:

I : Hdiv(Ω)→ Vh , P : Hdiv(Ω)→ Vh ,

где Iu(t) ∈ Vh — вектор, степени свободы которого задаются значениями функции u(t) в
центрах граней ячеек кубической сетки, т. е. I — оператор интерполирования,
Pu(t) ∈ Vh — вектор, степени свободы которого задаются интегральным тождеством

∀ vh ∈ Vh

∫
Ω

1

a
(uh − u)vh dx = 0, (15)

означающим, что сеточный тепловой поток есть L2-проекция с весом 1/a вектор-функ-
ции u на подпространство Vh (здесь использованы исходные обозначения для сеточных
функций). С использованием оператора интерполирования начальные данные для се-
точного потока можно задать в виде
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uhI(0) = I u0 = −I(a∇T0). (16)

Отметим, что дифференцируемость начальной температуры, как правило, имеет место
только в модельных примерах. Альтернативным способом задания начальных данных
является использование L2-проекции с весом 1/a точного начального теплового потока

uhP (0) = P u0 = −P (a∇T0). (17)

Из предположения, что T0(x) = 0 на Γ, следует∫
Ω

1

a
u0v

h dx = −
∫
Ω

∇T0 v
h dx =

∫
Ω

T0∇vh dx.

Учитывая, что ∇vh ∈ Qh, согласно (7) и определению проектирующего оператора (15),
получим

∀ vh ∈ Vh

∫
Ω

1

a
uhP (0)vh dx =

∑
e

Te(0)

∫
∂e

vhne dγ.

Это равенство и задает начальный сеточный поток, причем дифференцируемости функ-
ции T0 не требуется. В соответствии с обозначениями, введенными в (8), равенство (17)
можно переписать в виде

uhP (0) = A−1B T h(0). (18)

Напомним, что компонентами вектор-столбца T h(0) являются осреднения начальной
температуры T0 по ячейкам сетки (7).

В дальнейшем для некоторых тестовых примеров будет продемонстрирована нега-
тивная роль функционала l в определении нормы пространства H̃. В следующем пункте
будет построена схема, для которой в случае попарной перестановочности матриц Λx,
Λy и Λz функционал l в неравенстве устойчивости отсутствует. В двумерном случае та-
кого сорта схема приведена в [6] как результат разработанного нами общего подхода
получения потоковых схем, но которая фактически является другой формой схемы из
работы [14], основанной на алгоритме Удзавы.

3. Метод на основе схемы-прообраза предиктор–корректор

В данном пункте в качестве схемы-прообраза рассмотрим схему предиктор–коррек-
тор, приведенную в [12], в которой предиктор строится на основе локально-одномерной
схемы:

ξn+1/6 − ξn

τ/2
+ Λxξ

n+1/6 = 0,
ξn+1/3 − ξn+1/6

τ/2
+ Λyξ

n+1/3 = 0,

(19)
ξn+1/2 − ξn+1/3

τ/2
+ Λzξ

n+1/2 = 0,

а корректор задается равенством

ξn+1 − ξn

τ
+ Λξn+1/2 = 0.
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В случае попарно перестановочных операторов Λx, Λy и Λz схема в целых шагах совпада-
ет с (12), и, следовательно, речь идет лишь о другой, отличной от схемы Дугласа–Ганна
реализации. Однако используемая в качестве схемы-прообраза реализация (19) приводит
к принципиально другой потоковой схеме.

Применение общего подхода к построению потоковых схем расщепления, о котором
говорилось выше (см. [3]), приводит к следующей схеме для теплового потока:

A
un+1 − un

τ
+ BM−1Btun+1/2 = 0, (20)

где un+1/2 =
(
u
n+1/2
x , u

n+1/2
y , (un+1

z +unz )/2
)t
, а компоненты u

n+1/2
x и un+1/2

y определяются
из равенств:

Ax
u
n+1/2
x − unx
τ/2

+BxM
−1(Bt

xu
n+1/2
x +Bt

yu
n
y +Bt

zu
n
z ) = 0 ,

Ay
u
n+1/2
y − uny
τ/2

+ByM
−1(Bt

xu
n+1/2
x +Bt

yu
n+1/2
y +Bt

zu
n
z ) = 0.

Отметим, что реализация (20) начинается с определения компоненты un+1
z , а весь вычис-

лительный процесс сводится к последовательному обращению трехдиагональных матриц
Cx, Cy, Cz (ν = τ/2), Ax и Ay, т. е. трудоемкость реализации рассматриваемого метода
такая же, как метода, полученного из схемы-прообраза Дугласа–Ганна. В целых шагах
приведенная потоковая схема принимает вид:(

A +
τ2

4
S

)
un+1 − un

τ
+ BM−1B tu

n+1 + un

2
= 0,

где

S =

 BxM
−1/2

ByM
−1/2

BzM
−1/2

 0

ByM
−1/2Λx

BzM
−1/2H

t

, H = Λx + Λy + 0.5 τΛxΛy.

Используя обозначения ûn+1
x = 2u

n+1/2
x − unx и ûn+1

y = 2u
n+1/2
y − uny , перепишем рас-

смотренный алгоритм в виде трех седловых систем:(
Ax −Bx
−Bt

x −2

τ
M

)(
ûn+1
x

T̂ n+1

)
=

(
0

ĝ n+1

)
,

где ĝ n+1 = Bt
xu

n
x + 2Bt

yu
n
y + 2Bt

zu
n
z −

2

τ
MTn, Ay −By

−Bt
y −

2

τ
M

( ûn+1
y

T̃ n+1

)
=

(
0

g̃ n+1

)
,

где g̃ n+1 = Bt
x(ûn+1

x + unx) +Bt
yu

n
y + 2Bt

zu
n
z −

2

τ
MTn,(

Az −Bz
−Bt

z −
2

τ
M

)(
un+1
z

T n+1

)
=

(
0

g n+1

)
,

где g n+1 = Bt
x(ûn+1

x + unx) + Bt
y(û

n+1
y + uny ) + Bt

zu
n
z −

2

τ
MTn, и двух корректирующих

равенств:
Axu

n+1
x = BxT

n+1, Ayu
n+1
y = ByT

n+1.
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Приведенная форма метода показывает, что он является обобщением на трехмерный
случай двумерной схемы расщепления из работы [14], в которой схема построена на
основе алгоритма Удзавы.

Первое из уравнений третьей системы и корректирующие равенства в векторно-мат-
ричной форме могут быть записаны в виде

Aun = BTn , n = 1, 2, . . . . (21)

Отметим, что либо u0 = u0
I , либо u0 = u0

P , и, согласно (18), равенство (21) имеет место
и для n = 0. Тогда

‖ξn‖2 = ‖M−1/2Btun‖2 = ‖ΛM1/2Tn‖2 ≥ λmin‖Λ1/2M1/2Tn‖2,

где λmin — минимальное собственное число положительно определенной матрицы
Λ = M−1/2BtA−1BM−1/2. При этом λmin не зависит от параметров сетки, поскольку
сеточный оператор −Λ является аппроксимацией оператора Лапласа с нулевыми гра-
ничными условиями. Далее, согласно (21), имеем

‖Λ1/2M1/2Tn‖2 = (M1/2ΛM1/2Tn, Tn) = (BtA−1BTn, Tn) = ‖un‖2A,

и, следовательно,

‖un‖2A ≤
1

λmin
‖ξn‖2 , n = 1, 2, . . . .

Для попарно перестановочных операторов Λx, Λy и Λz из уравнения (12) следует, что
‖ξn‖ ≤ ‖ξ0‖ = ‖M−1/2Btu0‖, откуда приходим к неравенству

‖un‖2H ≤
(

1 +
1

λmin

)
‖u0‖2H , n = 1, 2, . . . . (22)

В отличие от оценки (14) правая часть неравенства (22) не содержит величину l(u0)
(функционал l был введен при задании нормы начальных данных в случае схемы-про-
образа Дугласа–Ганна).

4. Численные эксперименты

Для всех представленных в этом пункте тестовых примеров в качестве области рас-
сматривался единичный куб Ω=(0, 1)3, в котором введена равномерная кубическая сетка
с шагом h. Относительно коэффициента температуропроводности полагаем a(x, y, z)≡1.
Вычисления проводились для трех задач Дирихле с решениями различной гладкости:

T (1)(t, x, y, z) = e−t sin(xyz(1− x)(1− y)(1− z)),
T (2)(t, x, y, z) = |64e−txyz(1− x)(1− y)(1− z)− 0.1|4.1 − 0.14.1,

T (3)(t, x, y, z) = |64e−txyz(1− x)(1− y)(1− z)− 0.1|3.1 − 0.13.1.

Нарушение гладкости имеет место во второй и в третьей задачах, причем их решения
пронумерованы по степени возрастания “негладкости”. Отметим, что такого типа реше-
ния рассматривались в работе Арбогаста и др. [14]. Все вычислительные эксперименты
проводились до значения t? = N?τ = 1 с шагом τ = 0.8h — существенно за пределами
области устойчивости явной схемы.
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Зададим погрешности теплового потока в виде

wn
I = unI + I(a∇T (tn)), wn

P = unP −A−1B T h(tn),

где unI и unP — решения, полученные по потоковой схеме, при начальных данных (16) и
(18) соответственно, т. е. u0

I = uhI(0), u0
P = uhP (0), и T h(tn) — вектор-столбец с компо-

нентами

Te(tn) =
1

me

∫
e

T (tn,x) dx,

T (tn,x) — решение исходной дифференциальной задачи. Как нетрудно видеть, при ис-
пользовании обоих операторов начальная погрешность равна нулевому вектору: из (16),
и (18) следует, что w0

I = w0
P = 0.

В таблицах 1 и 2 приведены погрешности теплового потока в различных нормах
для потоковых схем расщепления, порожденных схемами-прообразами Дугласа–Ганна и
предиктор–корректор соответственно. При этом в качестве начального потока рассмат-
ривается интерполяционное представление (16). В таблицах используются обозначения:

εI,∞ = max
n=1,...,N?

‖wn
I ‖C , εI,2 = max

n=1,...,N?

‖wn
I ‖L2 .

Напомним, что в приводимых расчетах в качестве начального потока и потока, с которым
сравнивается вычисленное решение, используются функции из пространства Равьяра–
Тома, степени свободы которых задаются значениями функции −∇T (tn) в центрах гра-
ней ячеек кубической сетки.

Таблица 1. “Интерполяционная” погрешность для схемы (13)

Шаг h
Задача 1 Задача 2 Задача 3

εI,∞ εI,2 εI,∞ εI,2 εI,∞ εI,2

2−4 3.2e− 4 1.3e− 4 4.3e+ 0 8.0e− 1 4.2e+ 1 8.3e+ 0

2−5 7.7e− 5 3.6e− 5 9.1e− 1 1.5e− 1 3.6e+ 1 3.2e+ 0

2−6 1.9e− 5 8.6e− 6 3.2e− 1 3.7e− 2 4.8e+ 1 2.5e+ 0

Таблица 2. “Интерполяционная” погрешность для схемы (20)

Шаг h
Задача 1 Задача 2 Задача 3

εI,∞ εI,2 εI,∞ εI,2 εI,∞ εI,2

2−4 3.9e− 4 2.2e− 4 2.1e− 1 5.6e− 2 1.4e− 1 5.2e− 2

2−5 9.4e− 5 5.0e− 5 6.5e− 2 1.6e− 2 3.9e− 2 1.2e− 2

2−6 2.3e− 5 1.2e− 5 1.6e− 2 4.0e− 3 9.4e− 3 3.0e− 3

Для метода (13), порожденного схемой Дугласа–Ганна, на первых двух примерах
наблюдается сходимость порядка O(h2). В третьем примере сходимость отсутствует. В
то же время потоковая схема (20), основанная на схеме предиктор–корректор, демон-
стрирует сходимость O(h2) на всех примерах. При этом для промежуточного в смысле
гладкости примера 2 значения погрешностей в схеме (20) значительно меньше, чем в
схеме (13) — примерно в 10–15 раз. Значения погрешностей в примере 3 не имеет смысла
сравнивать в виду отсутствия сходимости у схемы (13).
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Далее в таблицах 3 и 4 приведены результаты экспериментов в случае использования
в качестве начальных данных и сеточных “точных” решений L2-проекции. Пусть

εP ,∞ = max
n=1,...,N?

‖wn
P ‖C , εP ,2 = max

n=1,...,N?

‖wn
P ‖L2 .

Отметим, что компоненты вектора-столбца T h(tn), являющиеся интегральными средни-
ми по ячейкам расчетной сетки, вычисляются с помощью кубатурных формул.

Таблица 3. “Проекционная” погрешность для схемы (13)

Шаг h
Задача 1 Задача 2 Задача 3

εP ,∞ εP ,2 εP ,∞ εP ,2 εP ,∞ εP ,2

2−4 2.0e− 2 2.1e− 3 1.3e+ 0 3.7e− 1 3.8e+ 1 7.3e+ 0

2−5 9.7e− 3 5.3e− 4 3.7e− 1 6.7e− 2 3.5e+ 1 3.2e+ 0

2−6 4.8e− 3 3.1e− 4 1.9e− 1 1.8e− 2 4.7e+ 1 2.5e+ 0

Таблица 4. “Проекционная” погрешность для схемы (20)

Шаг h
Задача 1 Задача 2 Задача 3

εP ,∞ εP ,2 εP ,∞ εP ,2 εP ,∞ εP ,2

2−4 4.3e− 4 2.2e− 4 2.1e− 1 5.7e− 2 1.4e− 1 5.1e− 2

2−5 1.1e− 4 5.1e− 5 6.3e− 2 1.6e− 2 3.8e− 2 1.3e− 2

2−6 2.6e− 5 1.2e− 5 1.6e− 2 4.0e− 3 9.4e− 3 3.1e− 3

На “гладком” решении 1 схема (13), порожденная схемой Дугласа–Ганна, показыва-
ет сходимость только порядка O(h). Для примера 2 сходимость несколько лучше, чем в
“интерполяционном” случае, и сходимости нет в примере 3. В то же время схема (20), по-
лученная из схемы предиктор-корректор, показывает сходимость O(h2) для всех тестов,
т. е. результаты в случае использования L2-проекции практически совпадают с преды-
дущим случаем, когда использовалась интерполяция.

Из таблиц 1 и 3 видно существенное ухудшение точности потоковой схемы, порож-
денной схемой Дугласа–Ганна, для гладкого решения (пример 1) при использовании L2-
проекции. В связи с этим возникает вопрос, насколько отличаются разные проекции
точных сеточных потоков −I(a∇T (tn)) и A−1B T h(tn). В частности, рассмотрим нормы
разностей этих потоков для начальных данных:

w0
I = A−1B T h(0) + I(a∇T0), ε0

IP ,∞ = ‖w0
I‖C , ε0

IP ,2 = ‖w0
I‖L2 .

Согласно таблице 5, разница между представлениями начальных данных (16) и (18)
сходится с порядком, близким к O(h2). При этом значения, приведенные в таблице, су-
щественно меньше погрешности схемы (13) для L2-проекций. Это означает, что причина
потери точности с понижением гладкости рассматриваемых примеров у потоковой схе-
мы, порожденной схемой Дугласа–Ганна, связана с влиянием функционала l, входящего
в правую часть неравенства (14), и отсутствующего в неравенстве (22) для потоковой схе-
мы (20). В таблице 6 приведены значения функционалов r(v) = ‖M−1/2Btv‖, задающих
норму пространства H, и l(v) при v = u0

I .
Как видно из таблицы, l(u0

I)/r(u0
I)� 1, т. е. влияние погрешности в начальных дан-

ных для потоковой схемы (13) существенно сильнее, чем для схемы (20).
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Таблица 5. Разница между интерполянтом и L2-проекцией при t = 0

Шаг h
Задача 1 Задача 2 Задача 3

ε0IP ,∞ ε0IP ,2 ε0IP ,∞ ε0IP,2 ε0IP ,∞ ε0IP ,2

2−4 1.5e− 4 1.2e− 4 4.8e− 2 1.7e− 2 4.7e− 2 1.9e− 2

2−5 3.9e− 5 2.9e− 5 1.2e− 2 4.4e− 3 3.6e− 2 7.3e− 3

2−6 1.1e− 5 7.0e− 6 3.0e− 3 1.1e− 3 7.9e− 3 1.6e− 3

Таблица 6. Нормы погрешности начального потока u0
I

Шаг h
Задача 1 Задача 2 Задача 3

r(u0
I) l(u0

I) r(u0
I) l(u0

I) r(u0
I) l(u0

I)

2−4 1.9е− 1 6.9e+ 0 8.0e+ 0 1.0e+ 2 8.8e+ 0 4.2e+ 2

2−5 1.9е− 1 8.8e+ 0 8.1e+ 0 6.7e+ 1 8.9e+ 0 4.5e+ 2

2−6 1.9е− 1 1.2e+ 1 8.1e+ 0 1.1e+ 2 8.9e+ 0 7.4e+ 2

5. Заключение

Разработанный ранее подход позволяет строить потоковые схемы расщепления для
решения параболических уравнений на основе классических схем расщепления для ди-
вергенции потока. В представленной работе в рамках такого подхода построена трех-
мерная потоковая схема на основе схемы предиктор–корректор для дивергенции потока
(схемы-прообраза).

Приведены численные примеры, показывающие преимущество предложенной пото-
ковой схемы по сравнению с известной ранее схемой, построенной на основе схемы-
прообраза Дугласа–Ганна. Как показано в данной работе, полученные ранее оценки
устойчивости по начальным данным для этой схемы накладывают требования дополни-
тельной гладкости на начальную аппроксимацию теплового потока. Приведенные при-
меры демонстрируют актуальность этих требований. В отличие от схемы, полученной
из схемы прообраза Дугласа–Ганна, предложенная трехмерная схема на основе схемы-
прообраза предиктор–корректор показывает второй порядок сходимости на всех рас-
смотренных тестовых примерах.
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