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СЖИМАЕМОМ УДАРНОЙ ВОЛНОЙ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ
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Получено физически корректное и математически строгое решение задачи о структуре электро-
магнитного поля при вхождении ударной волны в проводящее полупространство в поперечном

магнитном поле. Показано, что лишь физически обоснованные граничные условия приводят
к непротиворечивой картине электромагнитного поля и системы токов в проводнике. Найде-
ны основные параметры и характерные времена, определяющие структуру токовых волн в
металле. Решение в несжатой области определяется параметром R1 = µ0σ1D

2t, в сжатой —
R2 = µ0σ2(D−U)2t (σ1 и σ2 — электропроводность несжатого и сжатого вещества соответствен-
но, µ0 — магнитная проницаемость вакуума, D — скорость фронта, U — массовая скорость,
t — время). Параметр для сжатого вещества R2 совпадает с полученным ранее параметром

для ударно-волнового перехода диэлектрик — металл, управляющий параметр для несжатого
вещества R1 найден впервые. Асимптотики задачи для малых и больших времен, а также рас-
смотренный частный случай R1 = R2 помогают понять физический смысл найденного решения.
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Ударное сжатие конденсированных ве-
ществ в магнитном поле сопровождает рабо-
ту энергетических импульсных устройств [1]
(МГД, МК-генераторы, токовые ключи). Ме-
тод ударного сжатия позволяет получить фун-
даментальную информацию о состоянии ве-
щества в области больших плотностей энер-
гии [2, 3]. Экспериментальная техника ударных
волн использует разнообразные электромаг-
нитные методы [3] (схемы измерения электро-
проводности, намагниченности, датчики мас-
совой скорости и др.). Анализ электромагнит-
ных процессов при ударном сжатии обеспечи-
вает корректную интерпретацию проведенных

экспериментов и служит основой для разработ-
ки новых экспериментальных методик.

Задачи, связанные с определением элек-
тромагнитного поля и токов при движении

ударной волны в магнитном поле, начали фор-
мулироваться в связи с развитием магнитной

гидродинамики. В конце пятидесятых годов

было рассмотрена задача о движении ударной

волны с фронтом нулевой толщиной в безгра-
ничном проводнике с магнитным полем [4–6].
Найденное решение основывается на том, что
в системе отсчета ударного фронта задача яв-
ляется стационарной. В этом случае изменение
магнитного поля сосредоточено в слое несжа-

того вещества толщиной x∗ ≈ 1/µ0σ1D (σ1 —
электропроводность несжатого вещества, D —
скорость фронта ударной волны, µ0 — магнит-
ная проницаемость вакуума). Магнитное по-
ле изменяется в несжатой области от значения

внешнего магнитного поля B0 до максимально-
го значения, которое достигается на ударном
фронте,

Bf,max = B0ρ/ρ0, (1)

где ρ/ρ0 — уплотнение вещества в ударной

волне. За фронтом ударной волны токов нет,
магнитное поле постоянно и равно Bf,max. Вы-
ражение (1) соответствует сохранению маг-
нитного потока в безграничном проводнике.

В последующие годы было дано решение

ряда задач, связанных с разнообразными экс-
периментальными постановками [7–13].

В [14] рассмотрена задача о структуре то-
ковых волн, возникающих при движении удар-
ной волны по металлическому проводнику ко-
нечной толщины, помещенному во внешнее

магнитное поле. Численным решением уравне-
ния диффузии магнитного поля показано, что
при вхождении ударной волны в веществе воз-
никает система из двух одинаковых по вели-
чине, но противоположных по направлению то-
ков. Один из токов локализован перед фронтом
ударной волны в слое несжатого вещества тол-
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щиной порядка x∗. Второй ток течет в сжа-
той области. Движение ударной волны приво-
дит к пространственному растяжению конту-
ра, образованного этими двумя токами. При
вхождении ударной волны в проводник магнит-
ное поле на фронте волны Bf растет от значе-
ния внешнего магнитного поля B0 до макси-
мального значения Bf,max, соответствующего
решению стационарной задачи [4–6].

В [15] анализируется задача о вхождении
ударной волны в проводящее полупростран-
ство c поперечным магнитным полем. Для по-
строения решения считалось, что с начально-
го момента времени магнитное поле на фрон-
те ударной волны соответствует (1). Если при-
нять такое предположение, то задача распада-
ется на две независимые части: задачу о линей-
но растущей области с постоянными гранич-
ными полями [11] и задачу о полупространстве
с подвижной границей [16, c. 64]. Решения за-
дач [14] и [15] имеют существенно разный ха-
рактер для малых времен, что ставит вопрос о
выборе корректной электромагнитной модели

ударного сжатия проводников, пригодной для
описания результатов электромагнитных изме-
рений.

Целью настоящей работы является по-
строение физически корректного решения за-
дачи о вхождении ударной волны в проводя-
щее полупространство в поперечном магнит-
ном поле. Интерес к такой задаче обусловлен
тем, что для обычных металлов приближение
полубесконечной среды легко достижимо. Тол-
щина токового слоя x∗ обычно мала (для меди
x∗ ≈ 3 мкм), так что для хороших проводни-
ков влияние второй поверхности существенно

только при приближении к ней фронта удар-
ной волны. Ниже будет показано, что для удар-
ной волны с фронтом нулевой толщины реше-
ние задачи может быть построено совершенно

строго, без привлечения каких-либо произволь-
ных допущений. Важность такой модельной по-
становки обусловлена тем, что она позволяет
выявить параметры, определяющие структуру
токовых волн в металлах.

1. postanowka zada~i
i ee fizi~eskij analiz

Рассмотрим проводящее немагнитное

(µ = 1) полупространство (рис. 1). Направим
ось x вглубь вещества, так что x = 0 соот-
ветствует свободной границе. В начальный

Рис. 1. Вхождение ударной волны в прово-
дящее полупространство с поперечным маг-
нитным полем B0:
система отсчета связана со свободной грани-
цей полупространства; 1 — несжатое вещество,
2 — сжатое вещество; текущее положение удар-
ного фронта xf = (D − U)t

момент времени во всем пространстве имеется

постоянное поперечное магнитное поле B0 (на
рисунке направлено на нас). В момент времени
t = 0 в проводящее полупространство входит
плоская ударная волна. Предполагаем, что

магнитное поле достаточно мало и не влияет

на движение ударной волны. Параметры удар-
ной волны в лабораторной системе отсчета

составляют: D — скорость фронта, U — мас-
совая скорость. Ударная волна имеет фронт

нулевой толщины. Индексы 1 и 2 относятся

соответственно к параметрам несжатого и

сжатого вещества. Электропроводность веще-
ства изменяется скачком на ударном фронте

от значения σ1 до σ2. Будем искать магнитное
поле в проводящем полупространстве B(x, t)
при движении ударной волны (t > 0).

Формализация задачи может быть выпол-
нена аналогично [13, 14] и приводит в квазиста-
ционарном приближении к следующей системе

уравнений, которые записаны в системе отсче-
та, связанной с поверхностью полупростран-
ства:

∂B1

∂t
− U ∂B1

∂x
− 1
µ0σ1

∂2B1

∂x2
= 0,

(2)
(D − U)t 6 x <∞,

∂B2

∂t
− 1
µ0σ2

∂2B2

∂x2
= 0,

(3)
0 6 x 6 (D − U)t,

B1(x, 0) = B0, x > 0, (4)
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B2(0, t) = B0, (5)

B1((D − U)t, t) = B2((D − U)t, t), (6)

( 1
µ0σ1

∂B1

∂x
+ UB1

)∣∣∣
x=(D−U)t

=

=
1

µ0σ2

∂B2

∂x

∣∣∣
x=(D−U)t

. (7)

Здесь (2) и (3) — уравнения магнитной диф-
фузии для соответствующих областей, (4) —
начальное условие, (5) — граничное условие

на поверхности полупространства. Остановим-
ся подробнее на двух последних уравнени-
ях (6), (7). Они следуют из граничных усло-
вий для векторов электромагнитного поля для

движущихся сред [17, с. 436]. Действительно,
непрерывность магнитного поля на ударном

фронте (6) вытекает из того, что по предпо-
ложению ударный фронт имеет бесконечно ма-
лую толщину и поэтому не захватывает в себя

тока, а вещество является немагнитным. От-
метим, что в квазистационарном приближении
магнитные поля в лабораторной системе отсче-
та и в подвижной совпадают. В формулиров-
ке уравнения (7) использованы непрерывность
электрического поля на ударном фронте, обоб-
щенный закон Ома и дифференциальное урав-
нение Ампера:

E1((D − U)t, t) = E2((D − U)t, t),

ji = σi(Ei + uiBi), µ0ji = −∂Bi
∂x

.

Тангенциальная составляющая электрическо-
го поля в лабораторной системе отсчета El

непрерывна, что следует из непрерывно-
сти магнитного поля B. В подвижной си-
стеме отсчета электрическое поле меняется:
Em = El + u×B, но непрерывность электри-
ческого поля Em в этой системе отсчета сохра-
няется, так как магнитное поле одинаково по
разные стороны гидродинамического разрыва.
Непрерывность электрического поля имеет ме-
сто и для системы отсчета, движущейся со ско-
ростью фронта ударной волны. В этом случае
она выражает собой отсутствие генерации маг-
нитного потока на ударном фронте.

Сформулированная система диффе-
ренциальных уравнений параболического

типа (2), (3), дополненная начальными и

граничными условиями (4)–(7), определяет

краевую задачу, которая имеет единственное
решение [18]. Условия на разрыве необхо-
димы для постановки задачи и, как ясно

из вышеизложенного, однозначно вытекают

из основных законов электромагнетизма и

сделанных предположений.
В [15] вместо уравнения непрерывности

электрического поля на ударном разрыве ис-
пользовалось условие сохранения магнитного

потока при переходе проводящей частицы че-
рез ударный фронт: Bf = B0ρ/ρ0. Нетрудно
понять, что замыкание системы уравнений (2)–
(6) другим соотношением приводит к разли-
чию в математической постановке краевой за-
дачи. Такая постановка не имеет физическо-
го смысла в области параметров, где усло-
вия непрерывности электрического поля и вмо-
роженности магнитного поля в вещество не

тождественны. Сохранение магнитного пото-
ка имеет место только для сверхпроводника,
для вещества с конечной электропроводностью

магнитный поток вследствие джоулевой дисси-
пации энергии уменьшается.

Качественно картина полей и токов при

вхождении ударной волны в проводник может

быть представлена следующим образом. Дви-
жение ударной волны в магнитном поле приво-
дит к возникновению системы противополож-
но направленных токов (см. рис. 1): ток в пер-
вой области течет вверх, ток во второй обла-
сти — вниз. Как следствие протекающих то-
ков, магнитное поле в сжатой области превы-
шает внешнее поле B0. В начальные фазы дви-
жения ударной волны толщина сжатого слоя

мала, градиенты магнитного поля максималь-
ны и поле эффективно диффундирует из сжа-
того вещества в свободное полупространство.
Это должно приводить к существенному отли-
чию магнитного поля на фронте гидродинами-
ческого разрыва от идеального значения (1).
Использование для малых времен соотноше-
ния (1) приводит к разрывности электрическо-
го поля на ударном фронте [15, рис. 3], что
указывает на ошибочность полученного реше-
ния. Существование конечного тока в веществе
любой электропроводности (что прямо следу-
ет из модели [15]) дает диссипацию энергии,
для которой отсутствует реальный источник.
Непосредственное вычисление магнитного по-
тока по приведенным в работе распределени-
ям B(x) [15, рис. 2] обнаруживает увеличение
магнитного потока в проводнике для малых
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времен. Для модели [15] проводник становится
генератором магнитного потока и энергии, что
невозможно. Таким образом, лишь постановка
задачи, основывающаяся на законах Максвелла
с правильными граничными условиями, может
дать физически корректное решение данной за-
дачи.

2. metod re{eniq

Для решения краевой задачи (2)–(7) ис-
пользуем метод расширения [11]. Суть метода
состоит в расширении исходной области пере-
менных (x, t), определяемой кинематикой дви-
жения ударного фронта, до области более про-
стой формы. Удобным оказалось использование
расширенной области в виде четверти плоско-
сти x > 0, t > 0. Решение краевой задачи
для четверти плоскости с заданным значени-
ем функции на оси t = 0 может быть постро-
ено с помощью функции Грина. Неизвестная
функция при t = 0 определяется из условия

на подвижной границе. Полученное таким об-
разом решение имеет смысл в исходной обла-
сти значений (x, t). Настоящий подход имеет
ряд преимуществ перед известными методами

решения краевых задач уравнения теплопро-
водности с подвижными границами [19] (тепло-
вые потенциалы, функция Грина, методы рядов
и функциональных преобразований). Достоин-
ство предлагаемого метода состоит в наглядно-
сти и практичности решения, несущего опреде-
ленный физический смысл. Сравнение извест-
ных решений для простейшей задачи (линей-
но растущая область с заданными граничны-
ми полями) методами функционального преоб-
разования Лапласа — Карсона [20], с исполь-
зованием функции Грина [21] и методом рас-
ширения [11] показывает предпочтительность
настоящего подхода в физических задачах.

3. re{enie zada~i

Рассмотрим краевую задачу с нулевыми

начальными условиями. Для этого введем но-
вые функции B′1 и B

′
2 (B1 = B0 + B0B

′
1, B2 =

B0 + B0B
′
2) и без потери общности положим

B0 = 1. Тогда функция B′1(x, t) есть решение
краевой задачи

∂B′1
∂t
− U

∂B′1
∂x
− 1
µ0σ1

∂2B′1
∂x2

= 0,
(8)

(D − U)t 6 x <∞,

B′1(x, 0) = 0, x > 0, (9)

( 1
µ0σ1

∂B′1
∂x

+ UB′1
)∣∣∣
x=(D−U)t

= µ(t), (10)

а функция B′2(x, t) — решение краевой задачи

∂B′2
∂t
− 1
µ0σ2

∂2B′2
∂x2

= 0,
(11)

0 6 x 6 (D − U)t,

B′2(0, t) = 0, (12)

1
µ0σ2

∂B′2
∂x

∣∣∣
x=(D−U)t

= U + µ(t). (13)

Здесь введена функция µ(t), определяемая усло-
вием на границе раздела областей

B′1((D − U)t, t) = B′2((D − U)t, t). (14)

Таким образом, задача может быть рассмотре-
на отдельно в двух областях с последующим

согласованием решений согласно (14).
nESVATOE WE]ESTWO. Задачу в этой обла-

сти удобно рассматривать в системе отсчета,
связанной с ударным фронтом. Для этого вве-
дем пространственную переменную x′ = x −
(D−U)t и определим новую искомую функцию
B′′1 (x′, t) по формуле

B′′1 (x′, t) = exp
(µ0σ1D

2t

4

)
×

× exp
(µ0σ1Dx

′

2

)
B′1(x, t). (15)

Тогда задача для несжатого вещества (8)–(10)
приобретает вид

∂B′′1
∂t
− 1
µ0σ1

∂2B′′1
∂x′2

= 0, 0 6 x′ <∞, (16)

B′′1 (x′, 0) = 0, (17)

( 1
µ0σ1

∂B′′1
∂x′

+
(
U − D

2

)
B′′1
)∣∣∣
x′=0

=

= exp
(µ0σ1D

2t

4

)
µ(t), (18)
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а условие согласования с функцией B′2(x, t) на
ударном фронте есть

B′2(x, t)|x=(D−U)t =

= exp
(
− µ0σ1D

2t

4

)
B′′1 (x′, t)

∣∣∣
x′=0

. (19)

Решение задачи (16)–(18) может быть по-
лучено методом преобразования Лапласа. Тех-
нически несложная процедура приводит к фор-
муле

B′′1 (x′, t) = −
√
µ0σ1√
π

t∫
0

µ(τ)√
t− τ

×

× exp
(µ0σ1D

2τ

4

)
exp

(
− µ0σ1x

′2

4(t− τ)

)
dτ +

+h

t∫
0

µ(τ) exp
(µ0σ1D

2τ

4

)
exp

(
hx′+

h2(t− τ)
µ0σ1

)
×

× erfc
(√µ0σ1 x

′

2
√
t− τ

+ h

√
t− τ
µ0σ1

)
dτ, (20)

где h = (D/2 − U)µ0σ1, erfc (x) = 1 − erf (x),
erf (x) — функция ошибок.

sVATOE WE]ESTWO. Пользуясь методом

расширения области [11], решение задачи

(11)–(13) ищем в виде

B′2(x, t) =
1√
πt

exp
(
− µ0σ2x

2

4t

)
×

×
∞∫
0

f
(√µ0σ2(D − U)τ

2

)
sh
(√µ0σ2 xτ

2t

)
×

× exp
(
− τ2

4t

)
dτ. (21)

Здесь f(τ) — неизвестная функция, которую,
как обычно, будем находить из условий на

ударном фронте.
Формула (13) с учетом (21) принимает

вид

−D − U
2
√
πt

exp
(
− µ0σ2(D − U)2t

4

)
×

×
∞∫
0

f
(√µ0σ2(D − U)τ

2

)
sh
(√µ0σ2(D − U)τ

2

)
×

× exp
(
− τ2

4t

)
dτ +

1
2
√
π
√
µ0σ2t3/2

×

×exp
(
−µ0σ2(D − U)2t

4

) ∞∫
0

f
(√µ0σ2(D − U)τ

2

)
×

× ch
(√µ0σ2(D − U)τ

2

)
τ ×

× exp
(
− τ2

4t

)
dτ = U + µ(t), (22)

а формула (14) с учетом (15), (20), (21) дает

1√
πt

exp
(
− µ0σ2(D − U)2t

4

)
×

×
∞∫
0

f
(√µ0σ2(D − U)τ

2

)
×

× sh
(√µ0σ2(D − U)τ

2

)
exp

(
− τ2

4t

)
dτ =

= −
√
µ0σ1√
π

t∫
0

µ(τ)√
t− τ

exp
(
−µ0σ1D

2(t− τ)
4

)
dτ+

+ h

t∫
0

µ(τ) exp
(
− µ0σ1D

2(t− τ)
4

)
×

× exp
(h2(t− τ)

µ0σ1

)
erfc

(
h

√
t− τ
µ0σ1

)
dτ. (23)

Соотношения (22), (23) есть система урав-
нений на функции f(t), µ(t). В ее решении су-
щественную роль играет операционное исчис-
ление. Не останавливаясь на ряде технических
деталей, укажем, что после применения пре-
образования Лапласа к (22), (23) и исключе-
ния из полученной системы уравнений лапла-
совского образа функции µ(t) и ряда преобра-
зований можно получить достаточно простое

уравнение
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− U

D − U
F1(p) + pF2(p) +

√
σ2

σ1
F1(p)×

×

√
p2 +

D2

(D − U)2

σ1

σ2
− 1 =

2U
D − U

p

p2 − 1
.

Здесь использованы следующие обозначения

для лапласовских образов: F1(p) = L[f(t) sh t],
F2(p) = L[f(t) ch t].

Выполняя обратное преобразование Ла-
пласа над этим соотношением, придем к ин-
тегродифференциальному уравнению на функ-
цию f(t):

d

dt
[f(t)( ch t+

√
s sh t)]− U

D − U
f(t) sh t+

+
√
s k

t∫
0

f(τ) sh τ
J1(k(t− τ))

t− τ
dτ =

2U
D − U

ch t.
(24)

Здесь J1(t) — цилиндрическая функция Бессе-
ля первого рода,

s =
σ2

σ1
, k2 =

D2

(D − U)2

σ1

σ2
− 1.

Отметим, что если k чисто мнимое, то, обозна-
чая k = iλ, имеем

kJ1(kt)
t

= −λI1(λt)
t

,

где I1(t) — модифицированная функция Бессе-
ля первого рода.

Искомое магнитное поле в сжатом веще-
стве B2(x, t) есть

B2(x, t) = B0 +B0
2√
π

exp
(
− R2ϕ

2

4

)
×

×
∞∫
0

f(
√
R2τ) sh(

√
R2 ϕτ) exp(−τ2) dτ. (25)

Здесь

ϕ =
x

(D − U)t
, R2 = µ0σ2(D − U)2t.

Переменная ϕ представляет собой безразмер-
ную координату и меняется в сжатой области

от 0 до 1. Параметр R2 является управляющим

для решения в этой области и его смысл обсу-
ждается ниже.

Таким образом, задача определения полей
свелась к нахождению функции f(t).

nESVATOE WE]ESTWO (PRODOLVENIE). Зная

функцию f(t), можно, в принципе, найти функ-
цию µ(t) и тем самым, согласно (20), получить
решение краевой задачи для первой области.
Более простой способ, однако, другой. Удобно
рассмотреть краевую задачу для несжатого ве-
щества, полагая, что значение функции на гра-
нице раздела уже определено и соответствует

полю B2(x, t) на этой границе.
Найдем функцию B′′1 (x′, t), удовлетворя-

ющую краевой задаче (16), (17), (19). Та-
кая задача может быть решена методом пре-
образования Лапласа. Обозначая B̃1(x′, p) =
L[B′′1 (x′, t)], можно получить

B̃1(x′, p) =
F3(
√
p+ λ2 − λ1)√
p+ λ2 − λ1

×

× exp(−√µ0σ1 x
′√p),

где F3(p) = L[f(
√
λ2 t) sh(

√
λ2 t)], λ1 =

µ0σ1D
2/4, λ2 = µ0σ2(D − U)2/4. Применяя те-

орему Эфроса, найдем оригинал:

B′′1 (x′, t) =

∞∫
0

f
(√µ0σ2 (D − U)τ

2

)
×

× sh
(√µ0σ2 τ

2

)
g(x′, t, τ) dτ,

где

g(x′, t, τ) =
√
µ0σ1

2π
x′

t∫
0

exp((λ1 − λ2)(t− θ))
θ3/2
√
t− θ

×

× exp
(
− µ0σ1x

′2

4θ

)
exp

(
− τ2

4(t− θ)

)
dθ.

С учетом (15) и определения функции

B′1(x, t), решение для несжатого вещества мож-
но представить в виде

B1(ξ, t) = B0 +B0
2√
π

exp
(
− R2

4

)
×

× exp(−
√
R1 ξ)

∞∫
0

f(
√
R2 τ) sh(

√
R2 τ)×

× exp(−(τ + ξ)2)G(ξ, t, τ) dτ, (26)
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где

G(ξ, t, τ) =
2√
π

∞∫
0

exp
(
−
(
θ − ξτ

θ

)2)
×

× exp
(
− (R1 −R2)ξ2

4(ξ2 + θ2)

)
dθ. (27)

Здесь

ξ = (x′/2)
√
µ0σ1/t, R1 = µ0σ1D

2t.

Формулы (25)–(27) вместе с уравнением на
функцию f(t) (24) дают полное решение по-
ставленной задачи (2)–(7).

4. ~astnyj slu~aj R1 = R2

Решение задачи определяется через функ-
цию f(t), которая, в свою очередь, является
решением интегродифференциального уравне-
ния (24). В общем случае это уравнение решить
не удается, однако для одного частного случая
можно указать явный вид функции f(t). Пусть
R1 = R2, т. е. k = 0 и выполняется следующее
условие:

σ2

σ1
=
( D

D − U

)2
. (28)

В этом случае уравнение (24) принимает вид
линейного дифференциального уравнения пер-
вого порядка на функцию f0(t):

d

dt

[
f0(t)

(
ch t+

D

D − U
sh t
)]
−

− U

D − U
f0(t) sh t =

2U
D − U

ch t,

причем f0(0) = 0. Решение этого уравнения
есть

f0(t) =
2U

D − U
q(t)

ch t+ (D/(D − U)) sh t
×

×
t∫

0

ch τ
q(τ)

dτ, (29)

где

q(t) = exp
( Dt

2D − U

)
×

×
(

ch t+
D

D − U
sh t
)−(D−U)/(2D−U)

. (30)

Используя функцию f0(t), согласно

(25)–(27) можно найти решение для всего

полупространства. Отметим, что в случае

R1 = R2 функция G(ξ, t, τ) = 1.
Может показаться, что ценность подоб-

ного решения, касающегося одного случая, не
слишком велика. Ниже указывается возмож-
ность нахождения функции f(t) для отклоне-
ния параметра k от нулевого значения. Пусть
выполняется соотношение вида

√
s =

D

D − U
+ ε,

где ε — отклонение. Для некоторого ε можно
записать уравнение для функции

f(t) = f0(t) + εf1(t), (31)

где f0(t) — функция, полученная выше для
частного случая k = 0, f1(t) — неизвестная

функция. Функция f1(t) может быть определе-
на. Действительно, подставляя (31) в (24), най-
дем

f1(t) = − f0(t) sh t
ch t+ (D/(D − U)) sh t

−

− 2q(t)
ch t+ (D/(D − U)) sh t

t∫
0

sh τ
q(τ)

dτ +

+
q(t)

ch t+ (D/(D − U)) sh t
×

×
t∫

0

f0(τ)((D/U) exp 2τ − 1)
q(τ)(ch τ + (D/(D − U)) sh τ

dτ.

Таким образом, можно получить реше-
ние задачи в некоторой окрестности точки

k = 0. Практическая эффективность представ-
ления функции (31) основана на том, что для
физически важных случаев функция f1(t) мала.

5. fizi~eskij smysl re{eniq

Для того чтобы пояснить смысл получен-
ных решений, обратимся к графическим иллю-
страциям. На рис. 2,A показаны распределения
магнитного поля в веществе для двух областей.
В области невозмущенного вещества (справа)
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Рис. 2. Магнитное поле при вхождении ударной волны в проводящее полупространство

(сплошные кривые — результаты аналитического решения), U/D = 0,5, s = 4, R1 = R2 = R:
a — магнитное поле в областях сжатого (0 6 ϕ 6 1) и несжатого (η > 0) вещества; положение
фронта ударной волны соответствует ϕ = 1 и η = 0; B — зависимость магнитного поля на фронте

ударной волны Bf от параметра R (сплошная линия); пунктирные кривые — численный расчет для

проводника конечной толщины [14]; Rem = 5 (1), 10 (2), 20 (3)

в качестве переменной оси абсцисс использова-
но η, равное отношению координаты x′ и ха-
рактерной диффузионной длины x∗ в стацио-
нарном случае: η = x′/x∗ = µ0σ1Dx

′. В обла-
сти сжатого вещества (слева) в качестве пе-
ременной оси абсцисс использовано ϕ. Значе-
ния η = 0 (для первой области) и ϕ = 1 (для
второй) соответствуют фронту ударной вол-
ны. Использование таких переменных позволя-
ет представить поведение магнитного поля в

широкой области изменения параметров по ме-
ре движения ударной волны. Распределения по-
казаны для случая U/D = 0,5, s = 4, когда
R1 = R2 = R, но весьма показательны для по-
нимания характера решения.

Как видно из рис. 2,A, распределения маг-
нитного поля в двух областях существенно раз-
личаются. В несжатом веществе магнитное по-
ле растет по мере приближения к ударному

фронту. В сжатом веществе магнитное поле па-
дает, достигая значения внешнего поля на по-
верхности проводника. На фронте ударной вол-
ны магнитное поле максимально. Плотность
тока в веществе определяется из дифференци-
ального уравнения Ампера.

Вхождение ударной волны (малые време-
на, малые значения R) порождает систему из
двух токов. Один из них локализован перед

фронтом ударной волны в несжатом веществе.
Равный ему по величине, но противоположно
направленный ток протекает в сжатом веще-
стве. Абсолютная величина тока растет от ну-
ля (момент вхождения ударной волны в веще-

ство) до максимального значения. Таким обра-
зом, полученная картина качественно соответ-
ствует выводам [14].

На рис. 2,B показана зависимость магнит-
ного поля на фронте ударной волны Bf от па-
раметра R (сплошная кривая). По мере дви-
жения волны по веществу магнитное поле на

фронте волны растет, стремясь к предельному
значению (1). Здесь же приведены результаты
численных расчетов для проводника конечной

толщины, выполненные по методике [14] (пунк-
тирные кривые). Они соответствуют разным
значениям магнитного числа Рейнольдса про-
водника Rem = µ0σ1Dx0 (x0 — начальная тол-
щина проводника). Магнитное поле на фрон-
те ударной волны Bf в проводнике конечной
толщины сначала растет, далее при приближе-
нии фронта к второй границе проводника маг-
нитное поле Bf стремится к значению внешне-
го поля B0. Сравнение зависимостей, получен-
ных аналитически (настоящая работа) и чис-
ленно [14], показывает их хорошее совпадение
до момента, когда расстояние между ударным
фронтом и второй границей проводника ста-
новится сравнимым с толщиной токовой зо-
ны x∗. Совпадение решений, полученных раз-
ными методами, подтверждает корректность
выполненного анализа. Важность полученного
аналитического решения состоит также в вы-
явлении определяющих параметров задачи об

ударном сжатии проводника в магнитном по-
ле, что было невозможно при численном счете.
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Найденное решение определяется безраз-
мерными параметрами

ξ =
x′

2

√
µ0σ1

t
, ϕ =

x

(D − U)t
,

R1 = µ0σ1D
2t, R2 = µ0σ2(D − U)2t.

Параметр ξ представляет собой безразмерную
координату и возникает в классических зада-
чах магнитной диффузии [1]. Безразмерная ко-
ордината ϕ удобна для описания процессов в

ударных волнах. Управляющие параметры R1
и R2 отражают специфику электродинамиче-
ских задач с ударными волнами. Их происхо-
ждение становится ясным, если записать урав-
нения диффузии (2) и (3) в системе отсчета,
связанной с ударным фронтом:

∂Bi
∂t
− ui

∂Bi
∂x
− 1
µ0σi

∂2Bi
∂x2

= 0, (32)

где i = 1, 2 и u1 = D, u2 = D − U . Второе сла-
гаемое в этом уравнении отражает конвекцию

магнитного поля через ударный фронт, третье
слагаемое представляет собой обычный диффу-
зионный член. Относительное влияние конвек-
ции и диффузии дано отношением коэффици-
ентов при соответствующих членах. Переходя
в уравнении (32) от величин к их порядкам,
можно получить отношение коэффициентов в

виде Ri = µ0σiui∆xi (∆xi — изменение раз-
мера i-й области). Для области несжатого ве-
щества ∆x1 = Dt и R1 = µ0σ1D

2t, для обла-
сти сжатого вещества ∆x2 = (D − U)t и R2 =
µ0σ2(D − U)2t. Таким образом, параметры R1
и R2 представляют собой количественное вы-
ражение относительного влияния конвекции и

диффузии для соответствующих областей.
Обратимся к параметру R1. На толщине

токового слоя x∗ параметр R1 ≈ 1. Это озна-
чает, что диффузия поля в невозмущенном ве-
ществе существенна лишь на расстоянии x∗ от
ударного фронта. Хотя распределение поля в
первой области при малых временах зависит

от второй области, можно показать, что при
R1 � 1 распределение поля в несжатом веще-
стве нестационарно (в системе отсчета удар-
ного фронта) и является стационарным при

R1 � 1. Условие R1 ≈ 1 определяет по поряд-
ку величины время t1∗ = 1/µ0σ1D

2, в тече-
ние которого устанавливается равновесное рас-
пределение магнитного поля в несжатом ве-
ществе. Это время можно представить в виде

t1∗ ≈ x∗/D. Таким образом, время t1∗ соответ-
ствует прохождению ударной волной расстоя-
ния, равного толщине токового слоя x∗ стаци-
онарной задачи.

Особенно нагляден смысл параметра R2,
возникавшего ранее в задаче о растущей про-
водящей области при переходе диэлектрик —
металл [11]. Его можно представить в виде от-
ношения времени диффузии и конвекции для

растущего слоя. Замечательно, что теперь па-
раметр R2 определяет решение задачи об удар-
ном сжатии металла, что указывает на его об-
щее значение. В отличие от R1, параметр R2 в

настоящей задаче имеет вполне самостоятель-
ное значение, существенно влияя на поле в пер-
вой области. Если R2 � 1, то преобладающим
механизмом изменения магнитного поля в сжа-
том веществе является диффузия. В этом слу-
чае магнитное поле меняется линейно по коор-
динате (см. рис. 2,A), электрическое поле одно-
родно, плотность тока постоянна по сжатому
веществу. При R2 � 1 преобладает конвекция,
влияние диффузии ограничено узкой областью

вблизи свободной поверхности. Таким образом,
управляющие параметры R1 и R2 имеют об-
щий характер и определяют решение класса

задач с движением волновых фронтов прово-
димости в магнитном поле.

Если R1 = R2 = R, то обе области веще-
ства описываются единым управляющим пара-
метром R. В этом случае задача во всем полу-
пространстве определяется одним уравнением

вида (32), причем k = 0 и имеет место соот-
ношение (28) между скоростью и перестройкой
электропроводности. Таким образом, частный
случай R1 = R2, для которого в предыдущем
пункте было получено простое решение, имеет
определенный физический смысл.

Замечательным является сама форма по-
лученного решения (25). Она отличается от
найденного в [11, 12] лишь видом подынте-
гральной функции f(t). В задаче [11] с постоян-
ным током имелась одна проводящая область и

функция f(t) определялась максимально про-
сто, зависев лишь от параметра R2. Для бо-
лее сложной задачи с двумя областями [12]
(проводник и нарастающий проводящий слой)
функция f(t) определялась рекуррентно. Уни-
версальность представления разных электро-
динамических задач в форме (25) указывает на
эффективность и физическую наглядность на-
стоящего метода решения.
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6. asimptotiki re{eniq

Для понимания физического смысла зада-
чи и практических целей представляют инте-
рес асимптотики найденного решения. Для их
нахождения нет необходимости решать урав-
нение (24). Можно показать, что функция f(t),
являющаяся решением (24), обладает следую-
щими свойствами:

lim
t→∞

f(t) =
U

D − U
,

f(t) =
2U

D − U
t+ o(t) при t→ 0.

Используя эти соотношения, можно получить
наглядные асимптотики магнитного поля в

проводнике.
При R1 → 0, R2 → 0 поле в несжатом ве-

ществе

B1(x′, t) ≈ B0

[
1 +

U

D − U
R2 ×

×
(

1− erf
(x′

2

√
µ0σ1

t

))]
, (33)

поле в сжатом веществе

B2(x, t) ≈ B0(1 + µ0σ2Ux). (34)

При R1 → ∞, R2 → ∞ поле в несжатом

веществе

B1(x′, t) ≈ B0

(
1 +

U

D − U
exp(−µ0σ1Dx

′)
)
,

(35)
поле в сжатом веществе

B2(x, t) ≈ B0

(
1 +

U

D − U
erf
(x

2

√
µ0σ2

t

))
.
(36)

Из приведенных асимптотик ясно, что при
малых временах (R1 → 0, R2 → 0) решение в
первой области определяется функцией ошибок

от классической переменной (x′/2)
√
µ0σ1/t, во

второй области магнитное поле линейно по ко-
ординате, так что плотность тока однородна по
сечению.

Для больших времен (R1 → ∞, R2 → ∞)
магнитное поле в несжатом веществе падает

от фронта волны экспоненциально (35). Рас-
пределение магнитного поля в сжатом веще-
стве (36) представляет собой классическую за-
висимость диффузии поля в проводящее полу-
пространство [1]. При этом ток сосредоточен в

узкой зоне, примыкающей к поверхности. Заме-
чательно, что асимптотики (35) и (36) совпада-
ют с найденными в [14] формулами для случая
безграничного проводника.

Особо выделим поведение магнитного по-
ля на фронте ударной волны. Из (34) следует,
что при малых временах поле на фронте равно

Bf (t) ≈ B0(1 + µ0σ2(D − U)Ut),

т. е. растет линейно со временем. Тот же ре-
зультат получается из (33). Используя послед-
нюю формулу, можно оценить время роста по-
ля на фронте t∗ от B0 до предельного значе-
ния (1). Из условия Bf (t∗) ≈ Bf,max получаем

t∗ ≈ 1/µ0σ2(D − U)2. Хотя эта оценка осно-
вывается на начальной фазе процесса и потому

явно занижена, она дает правильное представ-
ление о зависимости времени t∗ от входящих
в задачу величин. Принципиально, что время
роста поля на ударном фронте t∗ зависит от
электропроводности вещества в сжатом состо-
янии σ2. Для плохо проводящих веществ вре-
мя t∗ очень велико.

Как видно из рис. 2,B, магнитное поле на
фронте ударной волны растет при увеличе-
нии параметра R (в том числе по мере дви-
жения ударной волны). Эта зависимость по-
лучена для частного случая, вместе с тем она
достаточно показательна. Увеличению поля до
максимума соответствует значение R ≈ 10.
Время, соответствующее этому условию, есть
t∗ ≈ 10/µ0σ2(D − U)2, что на порядок отли-
чается от оценки, полученной из асимптотики.
Отметим, что в характерных ударно-волновых
условиях (D ≈ 5 км/с) для меди t∗ ≈ 7 нс,
для нихрома t∗ ≈ 600 нс. Время t∗ определяет
границу малых и больших электромагнитных

времен. При t � t∗ (малые времена) магнит-
ное поле на фронте волны существенно отли-
чается от своего предельного значения (1). В
этом случае условия непрерывности электри-
ческого поля и сохранения магнитного потока

в проводнике не равносильны и подход [15] не
состоятелен. При t� t∗ (большие времена) по-
ле на фронте соответствует (1) и выводы [15]
сводятся к предельному случаю, рассмотренно-
му ранее в [14].

Таким образом, асимптотики задачи со-
гласуются как с априорными представления-
ми, так и с известными частными случаями,
что придает большую наглядность полученно-
му решению. Приведенная оценка времени ро-
ста магнитного поля на ударном фронте по-
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зволяет уточнить понятия малого и большого

электромагнитных времен в данной задаче.

zakl‘~enie

Показана ошибочность решения задачи об

электромагнитном поле в ударно-сжимаемом
проводнике, данного в статье [15]. Приведена
корректная физическая постановка и дано пра-
вильное решение этой задачи. Найдены пара-
метры и характерные времена, определяющие
структуру токовых волн в металле. Эти ре-
зультаты имеют общее значение для класса

электродинамических задач с ударными волна-
ми. Проверка сформулированной электромаг-
нитной модели и ее использование для диа-
гностики ударно-волновых процессов являются
предметом следующей публикации.

Работа выполнена при поддержке Россий-
ского фонда фундаментальных исследований

(код проекта № 99-02-16807).
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