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Решения одномерных уравнений газовой динамики и уравнений, описывающих поведе-
ние нелинейно-упругого материала, сводятся к решению системы однородных диффе-
ренциальных уравнений, записанных в инвариантах Римана. Показано, что решение
задачи Коши для такой системы, допускающей дифференциальную связь, сводится к
решению системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Приведены примеры
решений при определенных начальных данных.
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Введение. При использовании практически всех методов нахождения точных част-
ных решений уравнений в частных производных необходимо проводить анализ совмест-
ности переопределенных систем. Указанные методы различаются способом получения пе-
реопределенных систем. Например, функционально-инвариантные решения должны удо-
влетворять дифференциальным уравнениям первого порядка, которые являются квазили-
нейными уравнениями относительно производных первого порядка; решения с вырожден-
ным годографом характеризуются соотношениями между зависимыми переменными; при
групповом анализе дополнительные соотношения получаются из условия инвариантности

решения или частичной инвариантности в виде отношений между инвариантами.
1. Метод дифференциальных связей. В 1964 г. Н. Н. Яненко предложил метод

дифференциальных связей [1], являющийся одним из методов построения частных точных
решений уравнений в частных производных [2–6].

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

Si(x, u, p) = 0, i = 1, 2, . . . , s. (1)

Предположим, что решение системы (1) удовлетворяет дополнительным дифференциаль-
ным уравнениям

Φk(x, u, p) = 0, k = 1, 2, . . . , q. (2)

Система (1), (2) является переопределенной. При использовании метода дифферен-
циальных связей требуется, чтобы переопределенная система (1), (2) была совместной.
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Форма дифференциальных связей (функций Φk) и некоторые уравнения исходной системы
(функции Si) могут быть неизвестны априори.

Требования совместности системы (1), (2) являются общими и содержатся практиче-
ски во всех известных методах получения решений дифференциальных уравнений в част-
ных производных. Увеличение количества требований к дифференциальным связям огра-
ничивает общность метода, что делает его более подходящим для поиска точных частных
решений. В [7–9] требовалась инволютивность расширенной системы (1), (2), что позво-
лило развить методы построения дифференциальных связей.

Однако требование инволютивности для расширенной системы содержит большой

произвол в выборе дифференциальных связей. Более сильные ограничения на дифферен-
циальные связи предложены в работах [10, 11]: условия инволютивности для расширен-
ной системы должны представлять собой определяющие уравнения однопараметрической

группы Ли, допускаемой системой (1).
В [12] рассмотрен поставленный Н. Н. Яненко и Л. В. Овсянниковым вопрос о взаимо-

связи решений, полученных методом дифференциальных связей, и частично инвариантных
решений.

2. Системы дифференциальных уравнений в переменных Римана. Любая ав-
тономная гиперболическая система дифференциальных уравнений в частных производных

с двумя независимыми и зависимыми переменными может быть записана в виде [2]

rt + λ(r, s)rx = f(r, s), st + µ(r, s)sx = g(r, s), (3)

где r, s — инварианты Римана. Уравнения (3) рассматриваются с точностью до преобра-
зований эквивалентности

r̃ = h(r), s̃ = q(s),

и

r̃ = s, s̃ = r.

Решения уравнений (3), характеризуемых одной автономной дифференциальной свя-
зью первого порядка

rx = p(r, s), (4)

рассмотрены в [13, 14]. Решения, характеризуемые дифференциальными связями, количе-
ство которых на одно меньше числа зависимых переменных, называются обобщенными
простыми волнами [4, 12].

В данной работе на примере однородных уравнений

rt + λ(r, s)rx = 0, st + µ(r, s)sx = 0 (5)

показано, что условие автономности дифференциальной связи значительно сужает класс
дифференциальных уравнений (3), для которых существуют решения типа обобщенных
простых волн.

Заметим, что для инволютивности переопределенной системы (5), (4) должны выпол-
няться условия [13]

ps(λ− µ) + pλs = 0, pλr = 0.

Следовательно, при λr 6= 0 получаем p = 0. Таким образом, единственным решением (5),
удовлетворяющим одной дифференциальной связи первого порядка (4), является волна
Римана r = const. В настоящей работе построены решения уравнений (5) типа обобщенных
простых волн, которые отличаются от волн Римана.
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3. Обобщенная простая волна. Рассмотрим случай связи более общего вида, чем
связь (4):

rx = p(t, x, r, s).

3.1. Условия, допускающие решения типа обобщенной простой волны. Поскольку слу-
чай p = 0 соответствует волне Римана, этот случай исключен из данного исследования.
Переопределенная система (5), (4) инволютивна тогда и только тогда, когда

pt + λpx + p2λr = 0, ps(λ− µ) + pλs = 0. (6)

Заметим, что если λ = µ, то якобиан

∂(r, s)

∂(t, x)
= 0

и система (5) вырождается, сводясь к одному уравнению

st + µ(R(s), s)sx = 0,

где r = R(s) — произвольная функция. Если λs = 0, то система (5) также вырождается.
В этом случае первое уравнение (5) отделяется от системы.

Рассмотрим невырожденный случай λs(λ− µ) 6= 0. Решая уравнения (6) относитель-
но pt, ps и сравнивая смешанные производные (pt)s = (ps)t, наxодим

px + gp2 = 0, (7)

где

g =
λrs

λs
− λr

λ− µ
. (8)

При p 6= 0 общее решение уравнения (7) представляется в виде

p = (xg − h̃)−1,

где h̃(t, r, s) — произвольная функция. Подставляя p в уравнения (6) и решая их, получаем

p = [t(λr − λg) + xg − ĥ]−1,

где функции ĥ(r, s) и g(r, s) должны удовлетворять условиям

ĥs =
λs

λ− µ
ĥ; (9)

gs =
λs

λ− µ
g. (10)

Подставляя g(r, s) из (8) в (10), находим соотношения для коэффициентов λ(r, s) и µ(r, s),
гарантирующие существование решений типа обобщенной простой волны. Далее предпо-
лагается, что эти соотношения выполнены.

Поскольку

∂

∂s
(λr − λg) =

λs

λ− µ
(λr − λg),

можно сделать вывод, что функция

h = ĥ− t0(λr − λg)− x0g

также удовлетворяет уравнению (9), где t0, x0 — некоторые константы. Следовательно,
функцию p можно записать в виде

p = [(t− t0)(λr − λg) + (x− x0)g − h]−1, (11)
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где h = h(r, s) удовлетворяет уравнению (9):

hs =
λs

λ− µ
h. (12)

Поскольку функция h, входящая в (11), удовлетворяет соотношению (12), переопределенная
система уравнений (5), (4) обладает преобразованием эквивалентности, соответствующим
сдвигам относительно t и x.
Замечание 1. Если g 6= 0, то из соотношения (10) следует gs 6= 0. Тогда существуют

функции H(r) и F (r), такие что

λr − λg = F (r)g, h = H(r)g.

Так как

g =
1

λs

(
λrs −

λrλs

λ− µ

)
,

то функция F (r) не произвольна. Таким образом, если g 6= 0, то

p(t, x, r, s) = [((t− t0)F (r) + (x− x0)−H(r))g(r, s)]−1.

Замечание 2. Переопределенная система уравнений (5), (4) обладает одним семей-
ством характеристик dx/dt = φ.

3.2. Задача Коши. Рассмотрим начальные данные при t = t0, r = r0(x) и s = s0(x),
удовлетворяющие обыкновенному дифференциальному уравнению

r′0(x) = [xg(r0(x), s0(x))− h(r0(x), s0(x))]
−1. (13)

В [4] доказано, что решение задачи Коши системы (5) с начальными данными при t = t0

r(t0, x) = r0(x), s(t0, x) = s0(x)

должно удовлетворять дифференциальной связи

rx = [(t− t0)(λr − λg) + xg − h]−1

также при t > t0. Решение этой задачи можно найти, интегрируя систему обыкновенных
дифференциальных уравнений

dx

dt
= µ,

dr

dt
= − λ− µ

(t− t0)(λr − λg) + xg − h
,

ds

dt
= 0 (14)

с начальными данными при t = t0:

x = ξ, r = r0(ξ), s = s0(ξ) = r0(ξ)− 2ψ(ε0),

где ξ — параметр. Система (14) соответствует условиям на характеристике dx/dt = µ.
Замечание 3. В частности, если s0(x) = const, то инвариант Римана s(t, x) = const,

что соответствует волне Римана.
Следует отметить, что систему обыкновенных дифференциальных уравнений (14)

можно записать также в виде системы линейных уравнений

dx

dr
= −µ (t− t0)(λr − λg) + xg − h

λ− µ
,

dt

dr
= −(t− t0)(λr − λg) + xg − h

λ− µ
,

ds

dr
= 0.

(15)

Линейность системы (15) является следствием линеаризуемости системы (5) преобразова-
нием годографа [15].
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Рассмотрим случай g 6= 0. Можно показать, что решение любой задачи Коши для
системы (5) с r′0 6= 0 сводится к решению системы обыкновенных дифференциальных

уравнений (14). Действительно, система (15) имеет форму

dx

dt
= µ,

dr

dt
= − λ− µ

((t− t0)F + x−H)g
,

ds

dt
= 0. (16)

Заметим, что функции g(r, s) и F (r) определены коэффициентами λ(r, s) и µ(r, s). Функцию
H(r) можно найти, используя начальные данные. Действительно, поскольку r′0(ξ) 6= 0,
можно найти ξ = X0(r), такое что

X0(r0(ξ)) = ξ.

Уравнение (13) принимает вид

X ′
0(r) = (X0(r)−H(r))g(r, S0(r)),

где S0(r) = s0(X0(r)). Из последнего уравнения определяется функция

H(r) = X0(r)−X ′
0(r)/g(r, S0(r)).

4. Одномерные уравнения газовой динамики. Одномерное движение изоэнтро-
пических течений газа описывается уравнениями, записанными в инвариантах Римана (5)
[2], где

r = v + ϕ(ρ), s = v − ϕ(ρ), λ = v + c(ρ), µ = v − c(ρ), c(ρ) = ρϕ′(ρ),

ρ — плотность; v — скорость; c > 0 — скорость звука. Производные заменяются следую-
щим образом:

∂

∂s
=

1

2

( ∂

∂v
− 1

ϕ′
∂

∂ρ

)
,

∂

∂r
=

1

2

( ∂

∂v
+

1

ϕ′
∂

∂ρ

)
.

Заметим, что λs = 0, только если c =
√

3qρ, где q — постоянная. Этот случай соответ-
ствует уравнению состояния p = qρ3. Тогда уравнения (5) распадаются на независимые
уравнения. В данной работе этот случай не рассматривается.

Из уравнений (10), (8) следует

2ϕ′ϕ′′′ − 3ϕ′′ 2 − 4kϕ′ 5/2ϕ′′ = 0.

Общее решение последнего уравнения зависит от трех констант. Из общего решения по-
лучаем следующие зависимости c(ρ):

1) c = kρ/(ρ+ q)2;

2) c = kρ/(ρ+ q)2/3;

3)
√
ρ/c+ k arctg (k

√
c/ρ ) = q0(ρ+ q);

4) 2k
√
ρ/c+ ln [(

√
c/ρ− k)/(

√
c/ρ+ k)] = q0(ρ+ q).

Здесь k, q0, q — постоянные.
Замечание 4. Одна из моделей в гемодинамике имеет вид [16–18]

At + (vA)x = 0, vt + vvx + ρ−1px = 0,

где ρ — постоянная; A = A(p). При использовании функции p = p(A), которая является
обратной к A(p), последние уравнения совпадают с одномерными уравнениями газовой
динамики, в которых A нужно заменить на ρ.
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5. Нелинейно-упругий материал. Рассмотрим уравнения одномерного движения
нелинейно-упругого материала.

5.1. Условия для уравнения состояния, допускающего дифференциальную связь. Од-
номерное движение нелинейно-упругого материала описывается системой дифференциаль-
ных уравнений в частных производных

εt = vx, ρvt = σx, (17)

где ε — деформация; v — скорость; σ — напряжение; ρ — плотность материала, которая
считается постоянной. Предполагается, что ρ = 1 и σ = ϕ(ε), причем ϕ′(ε) = φ2(ε) > 0.
Для нелинейно-упругого материала φ′(ε) 6= 0. Предполагается, что φ(ε) > 0. Случай
φ(ε) < 0 рассматривается аналогично.
Замечание 5. Используя потенциал µ(t, x), такой что v(t, x) = µt(t, x) и ε(t, x) =

µx(t, x), уравнения (17) можно записать в вариационной форме с лагранжианом L = µ2
t /2−

σ(µx). Симметрии и законы сохранения уравнения Эйлера— Лагранжа, соответствующие
этому лагранжиану, изучены в [19].

Пусть функция ψ(ε) такова, что ψ′(ε) = φ(ε). Уравнения (17) можно записать в ви-
де (5), полагая

r = v + ψ(ε), s = v − ψ(ε), λ = −φ(ε), µ = φ(ε). (18)

Заметим, что λs = 0 только в линейном случае φ′ = 0. Из соотношений (18) следует

ψ(ε) = (r − s)/2, v = (r + s)/2.

Таким образом, при замене переменных r, s на ε, v производные заменяются следующим
образом:

∂

∂s
=

1

2

( ∂

∂v
− 1

φ

∂

∂ε

)
,

∂

∂r
=

1

2

( ∂

∂v
+

1

φ

∂

∂ε

)
.

Тогда

g =
1

4φ′

(
2
(φ′
φ

)′
−

(φ′
φ

)2)
.

Это означает, что g = g(ε), и уравнение (10) принимает вид

g′ =
φ′

2φ
g.

Общее решение последнего уравнения имеет вид g = k
√
φ, где k — некоторая константа.

Из условия (8) следует уравнение

2
(φ′
φ

)′
−

(φ′
φ

)2
= 4kφ′

√
φ . (19)

Решение уравнения (19) можно найти в неявной форме. При введении функции G(φ),
такой что φ′ = φG(φ), уравнение (19) становится линейным обыкновенным дифференци-
альным уравнением

2φG′ −G = 4kφ3/2.

Общее решение последнего уравнения имеет вид G = φ1/2(2kφ + q̃), где q̃ — постоянная.
Следовательно,

dφ

dε
= φ3/2(2kφ+ q̃); (20)

dψ

dφ
=

1√
φ (2kφ+ q̃)

,
dϕ

dφ
=

√
φ

2kφ+ q̃
.

Заметим, что в этом случае

λr − λg = −(q̃/2)
√
φ .

В частности, если k 6= 0, то F (r) = −q̃/(2k).
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Так как φ′ 6= 0, то k2 + q̃2 > 0. Решение уравнения (20) зависит от констант k и q̃:

k = 0: φ =
q2

(ε+ k1)2
, q = −2

q̃
, q̃ = 0: φ =

q2

(ε+ k1)2/3
, k = − 1

3q3
,

kq̃ 6= 0: arctg
(√φ
q

)
+

q√
φ

= k0(ε+ k1), q̃ = 2kq2, k0 = kq3,

kq̃ 6= 0: ln
(√φ− q√

φ+ q

)
+

2q√
φ

= 2k0(ε+ k1), q̃ = −2kq2, k0 = kq3,

где k1 — постоянная. Функции ψ(ε) и ϕ(ε) можно представить через функцию φ(ε). В част-
ности, для kq̃ 6= 0

q̃ = −2kq2, k0 = kq3: ψ = q2
(
ε− q

k0
√
φ

)
+ ψ0, ϕ = q3

(
qε+

φ− q2

k0
√
φ

)
+ ϕ0,

q̃ = 2kq2, k0 = kq3: ψ = −q2
(
ε+

q

k0
√
φ

)
+ ψ0, ϕ = q3

(
qε+

φ+ q2

k0
√
φ

)
+ ϕ0,

где ψ0, ϕ0 — постоянные.
5.2. Решения частных задач Коши. Исследуется случай q̃ = −2kq2, k0 = kq3. Рас-

смотрим задачу с начальными данными при t0 = 0, такими что ε = ε0 = const, в случае
линейной функции r0(ξ). Предположим, что

r0(ξ) = α−1(ξ + β), α 6= 0.

Тогда

v = α−1(ξ + β)− ψ(ε0), s0(ξ) = α−1(ξ + β)− 2ψ(ε0).

В этом случае X0(r) = αr − β. Так как F (r) = q2 и g = (k0/q
3)
√
φ, то

H(r) = αr − β − αq3/(k0

√
φ(ε0) ).

Система обыкновенных дифференциальных уравнений (16) принимает вид

dx

dt
= φ,

dr

dt
=

2q3
√
φ

k0hm
,

dε

dt
=

q3

k0
√
φhm

,
dφ

dt
=

2φ(φ− q2)

hm
, (21)

где hm = q2t + x −H. Последнее уравнение добавлено в (21), так как функция φ(ε) пред-
ставлена в неявном виде. Заметим, что

hm

∣∣
t=0

=
α

k
√
φ(ε0)

,
d2ε

dt2
= A,

d3ε

dt3
= AB,

где

A =
2q3(αq3 − k0

√
φhm)

k2
0h

3
m

, B =
q3(5φ− 3q2) + 3k0

√
φh2

mA

q3hm
.

Подставляя начальные данные в выражение для A, получаем A|t=0 = 0. Таким образом,
находим

dnε

dtn
= 0 ∀n > 1.

Значит,
ε = at+ ε0,

где a(ξ) — некоторая функция. Подставляя последнее выражение в производную dε/dt и
рассматривая его при t = 0, получаем a = α−1. Поэтому ε = α−1t + ε0. Таким образом,
vt = 0, vx = α−1 и v = α−1(x+ β)− ψ(ε0).
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Следовательно, если начальные данные таковы, что ε = ε0 и v(0, x) является линейной
функцией, то решение имеет вид

ε = α−1t+ ε0, v = α−1(x+ β)− ψ(ε0).

В случае логарифмической функции r0(ξ) при r0(ξ) = β−1 ln (α−1ξ), βα 6= 0 получаем

H(r) = β
(
1− q3

βk0

√
φ(ε0)

)
eαr .

Следовательно, для системы обыкновенных дифференциальных уравнений (21) начальные
данные при t0 = 0 имеют вид

x = ξ, r = r0(ξ), ε = ε0, φ = φ(ε0).

Для решения этой задачи Коши использовался метод Рунге — Кутты шестого порядка.
Найденные функции зависят от параметра ξ ∈ [0,1; 25,0] и представлены на рис. 1–3 (q =
1,1, k0 = −10, α = 10, β = −10, ε0 = 0,5, φ0 = 1,5, ψ0 = 1, ϕ = 1). На рис. 1 представлены
зависимости скорости v и деформации ε от ξ, t, где (t, ξ) ∈ [0, 15]× [0,1; 25,0], на рис. 2 —
зависимости скорости v и деформации ε от ξ в различные моменты времени t, на рис. 3 —
зависимости скорости v и деформации ε от переменных x, t, где x ∈ [22,689; 24,900]. Эти
зависимости построены с помощью кубического сплайна на основе найденного решения

задачи Коши v(ξ, t), ε(ξ, t). На рис. 4 приведена зависимость σ = ϕ(ε), представляющая
собой уравнение состояния, которое использовалось при решении задачи.
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Рис. 1. Зависимости скорости v (а) и деформации ε (б) от переменных ξ, t
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Рис. 2. Зависимости скорости v (а) и деформации ε (б) от переменной ξ в
различные моменты времени t
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Рис. 4. Зависимость σ = ϕ(ε)

Заключение. В работе показано, что если система уравнений, записанная в инва-
риантах Римана, допускает дифференциальную связь, то решение любой задачи Коши
для уравнений в частных производных сводится к решению задачи Коши для системы

обыкновенных дифференциальных уравнений, которая представляет собой условия вдоль
характеристик переопределенной системы дифференциальных уравнений в частных про-
изводных. Получены общие решения этих уравнений для уравнений газовой динамики и
уравнений, описывающих поведение нелинейной упругой среды. Наличие в этих решениях
произвольных констант позволяет предположить, что их можно использовать для аппрок-
симации экспериментальных данных.
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