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С использованием метода Винера — Хопфа построено аналитическое решение зада-
чи о волнах, возникающих в жидкости и ледяном покрове при равномерном движении
области давления, моделирующей судно на воздушной подушке, по свободной поверхно-
сти жидкости в разводье ледяного покрова. Ледяной покров моделируется двумя тонки-
ми полубесконечными вязкоупругими пластинами постоянной толщины, плавающими
на поверхности идеальной несжимаемой жидкости конечной глубины и разделенными
полосой свободной поверхности жидкости. В движущейся системе координат прогиб
пластин и возвышение жидкости полагаются установившимися. Исследованы волновые
силы, возвышение свободной поверхности жидкости, прогиб и деформации пластин при
различных скоростях движения судна и толщинах ледяного покрова. Показано, что при
некоторых значениях скорости движения, толщины ледяного покрова и действующего
давления возможно разрушение ледяного покрова вблизи кромки.
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Введение. Движение судов в северных морях играет важную роль в обеспечении снаб-
жения населения северных территорий. Северный морской путь — кратчайший морской

путь, связывающий Европу со странами Азиатско-Тихоокеанского региона. Поэтому изу-
чение влияния ледяного покрова на волновые характеристики, а также на стационарные и
движущиеся объекты представляет не только теоретический, но и практический интерес.

Настоящая работа является продолжением цикла работ [1–3], в которых изучались
волновые явления, возникающие при воздействии движущейся нагрузки на неоднородный
ледяной покров, а также на свободную поверхность жидкости при наличии полубесконеч-
ного ледяного покрова. Решения этих задач получены методом Винера — Хопфа. В [4]
решение аналогичной задачи найдено методом сращивания разложений по собственным

функциям, а в [5] получено численное решение с использованием методов источников и ко-
нечных разностей. Обзор выполненных ранее исследований по данной тематике приведен
в указанных выше работах.

Известно, что при движении судна в ледовом канале и канале с твердыми стенками
возникают резонансные явления [6, 7]. При определенных значениях скорости и волновых
чисел возникают захваченные или краевые моды. В работах [6, 7] показано, что ледовый
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канал является волноводом для поверхностных и изгибно-гравитационных волн, существу-
ют волноводные моды (решения однородной задачи), распространяющиеся вдоль канала
и экспоненциально затухающие в перпендикулярных направлениях. Трещина в ледяном
покрове является предельным случаем ледового канала при стремлении его ширины к

нулю [6]. Краевые волны в жидкости под ледяным покровом с трещиной в задаче дифрак-
ции изучались в работах [8, 9], при периодической по времени нагрузке — в [10, 11], при
движущейся нагрузке — в [2].

В данной работе исследуются волны в ледяном покрове и в жидкости, а также вол-
новые силы и деформации при равномерном движении области давления по свободной

поверхности ледового канала при различных скоростях. Показано существование краевых
мод. С помощью преобразования Фурье и метода Винера — Хопфа построено прибли-
женное аналитическое решение, в котором структурное демпфирование пластины учиты-
вается только при вычислении действительных корней дисперсионного соотношения. В
этом случае полюсы решения удаляются от действительной оси, и вычисление обратного
преобразования Фурье не вызывает затруднений.

1. Постановка задачи. Ледяной покров моделируется полубесконечными вязкоупру-
гими пластинами постоянной толщины h, плавающими на поверхности идеальной несжи-
маемой жидкости конечной глубины H и разделенными бесконечной полосой свободной

поверхности жидкости шириной L. Модуль Юнга E полагается постоянным по толщине

пластины [12]. Рассматривается движение пластин и жидкости под действием давления,
приложенного в локальной области, движущейся с постоянной скоростью по свободной

поверхности жидкости вдоль канала. В работе [13] показано, что завышенные значения
волнового сопротивления при малых числах Фруда уменьшаются при использовании сгла-
женного распределения давления.

Задача решается в линейной постановке. Введем декартову систему координат Oxyz
с центром O на кромке левой пластины, осью Ox, перпендикулярной кромке, осью Oy,
направленной вдоль кромки, и осью Oz, направленной вертикально вверх. Левая пластина
занимает область x < 0, правая пластина — область x > L. Предполагается, что суд-
но движется по свободной поверхности жидкости вдоль канала. Распределение внешнего
давления в случае неподвижной нагрузки является сглаженным по продольной координа-
те [13]:

q(x, y) =
q0
2

{
th (κ(y + b))− th (κ(y − b)), |x− x0| < a,

0, |x− x0| > a.

Здесь κ — параметр сглаживания; x0 — абсцисса центра области давления; 2a, 2b —
ширина и характерная длина области давления; x0 − a > 0; x0 + a < L; q0 = gM/(4ab);
M — масса движущегося тела; g — ускорение свободного падения. Область давления
движется со скоростью V в положительном направлении оси Oy.

Потенциал течения жидкости ϕ удовлетворяет уравнению Лапласа

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
+
∂2ϕ

∂z2
= 0. (1.1)

Общие уравнения для линейных вязкоупругих пластин можно получить из уравнений

для упругих пластин, если заменить в них упругие константы вязкоупругими операто-
рами [14]. Будем использовать вязкоупругий оператор вида

Q(t) = 1 + τ ∂/∂t,

где t — текущее время; τ — время релаксации. При этом в уравнении прогиба пластины
цилиндрическая жесткость пластины D умножается на оператор Q(t). Перейдем в си-
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стему координат y′ = y − V t, движущуюся вместе с областью давления (далее штрихи
опускаются). Тогда прогиб пластин описывается уравнением

D
(
1 + τ

( ∂
∂t
− V

∂

∂y

))
∆2

2w + ρ0h
( ∂
∂t
− V

∂

∂y

)2
w = p, D =

Eh3

12(1− ν2)
. (1.2)

Выражение для гидродинамического давления p на всей поверхности жидкости имеет вид
(на пластинах q(x, y) = 0)

p

ρ
= −

( ∂
∂t
− V

∂

∂y

)
ϕ− gw − q(x, y) (z = 0). (1.3)

В (1.2), (1.3) w(x, y) — вертикальное смещение пластины или возвышение свободной по-
верхности; ρ0, ρ — плотности льда и жидкости; ν — коэффициент Пуассона; ∆2 — опера-
тор Лапласа по горизонтальным координатам.

Осадка пластин в воду не учитывается. Граничные условия на верхней границе жид-
кости сносятся на плоскость z = 0. На свободной поверхности давление равно нулю. На
всей поверхности жидкости выполняется кинематическое соотношение( ∂

∂t
− V

∂

∂y

)
w = ϕz (z = 0), (1.4)

на дне — условие непротекания

ϕz = 0 (z = −H). (1.5)

Края пластин свободны. Краевые условия на кромках для вязкоупругих пластин полу-
чаются из условий для упругих пластин умножением их на оператор Q(t). Интегрируя
полученные выражения по времени (в данном случае по координате y) и учитывая, что
движение началось из состояния покоя, получаем краевые условия в том же виде, что и
для упругих пластин [9]:

∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2
= 0,

∂

∂x

(∂2w

∂x2
+ (2− ν)

∂2w

∂y2

)
= 0 (x = 0, L, z = 0). (1.6)

На бесконечности ставится условие затухания возмущений.
Согласно линейной теории упругости деформации пластины изменяются по толщине

по линейному закону. Тензор максимальных деформаций имеет вид

e(x, y) = −h
2

(
wxx wxy

wxy wyy

)
. (1.7)

Главные значения деформаций определяются как собственные значения матрицы (1.7).
Необходимо, чтобы деформации и напряжения не превышали предельных значений, при
которых начинаются пластические деформации и разрушение. Экспериментально полу-
ченные в работе [15] критические значения максимальных деформаций для льда состав-
ляют 4,4 · 10−5 ÷ 8,5 · 10−5. В [16] использовалось критическое значение максимальных
деформаций e∗ = 8 · 10−5. В данной работе также используется это значение.

2. Решение задачи. Введем безразмерные переменные и параметры

(x′, y′, z′, x′0, L
′, a′, b′) =

(x, y, z, x0, L, a, b)

H
, β =

D

ρgH4
, F =

V√
gH

, σ =
ρ0h

ρH
,

q′0 =
q0
ρgH

, ε =
τV

H
, κ′ = Hκ.

Далее штрихи будем опускать. Потенциал течения жидкости и прогиб пластины будем
искать в виде

ϕ = V Hφ(x, y, z), w = HW (x, y).
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Тогда, исключая время t из (1.1)–(1.6), для функций φ(x, y, z), W (x, y) получаем систему
уравнений

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
+
∂2φ

∂z2
= 0 (z < 0),

φz = 0 (z = −1), φz = −Wy (z = 0),

∂φ

∂z
+ F 2 ∂

2φ

∂y2
=
∂q

∂y
(z = 0, 0 < x < L), (2.1)(

β
(
1− ε

∂

∂y

)
∆2

2 + 1 + σF 2 ∂2

∂y2

) ∂φ
∂z

+ F 2 ∂
2φ

∂y2
= 0 (z = 0, x /∈ (0, L)),( ∂2

∂x2
+ ν

∂2

∂y2

)
φz = 0,

∂

∂x

( ∂2

∂x2
+ (2− ν)

∂2

∂y2

)
φz = 0 (x = −0, L, z = 0).

Вводя преобразование Фурье по переменным x и y:

Φ(α, s, z) =

∞∫
−∞

e−isy dy

∞∫
−∞

φ(x, y, z) eiαx dx,

из уравнения Лапласа и условия непротекания на дне получаем

∂2Φ

∂z2
− (α2 + s2)Φ = 0 (−1 < z < 0),

Φz = 0 (z = −1).

Тогда

Φ(α, s, z) = C(α, s)Z(α, s, z), Z(α, s, z) = ch ((z + 1)
√
α2 + s2 )/ ch (

√
α2 + s2 ), (2.2)

где C(α, s) — неизвестная функция.
Применяя метод Винера — Хопфа [17] и вводя функции D±, D1, G±, G1 следующим

образом:

D−(α, s) =

∞∫
−∞

e−isy dy

0∫
−∞

(φz + F 2φyy)
∣∣
z=0

eiαx dx,

D1(α, s) =

∞∫
−∞

e−isy dy

L∫
0

(φz + F 2φyy)
∣∣
z=0

eiαx dx,

D+(α, s) =

∞∫
−∞

e−isy dy

∞∫
L

(φz + F 2φyy)
∣∣
z=0

eiα(x−L) dx,

G−(α, s) =

∞∫
−∞

e−isy dy

0∫
−∞

[(
β
(
1− ε

∂

∂y

)
∆2

2 + 1 + σF 2 ∂2

∂y2

)
φz + F 2φyy

]∣∣∣
z=0

eiαx dx,

G1(α, s) =

∞∫
−∞

e−isy dy

L∫
0

[(
β
(
1− ε

∂

∂y

)
∆2

2 + 1 + σF 2 ∂2

∂y2

)
φz + F 2φyy

]∣∣∣
z=0

eiαx dx,
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G+(α, s) =

∞∫
−∞

e−isy dy

∞∫
L

[(
β
(
1− ε

∂

∂y

)
∆2

2 + 1 + σF 2 ∂2

∂y2

)
φz + F 2φyy

]∣∣∣
z=0

eiα(x−L) dx,

находим

D(α, s) = D−(α, s) +D1(α, s) + eiαLD+(α, s) = C(α, s)K1(α, s),

G(α, s) = G−(α, s) +G1(α, s) + eiαLG+(α, s) = C(α, s)K2(α, s),

где K1(α, s), K2(α, s) — дисперсионные функции для жидкости со свободной поверхностью

и жидкости, находящейся под вязкоупругой пластиной:

K1(α, s) =
√
α2 + s2 th (

√
α2 + s2 )− F 2s2,

K2(α, s) = [β(1− iεs)(α2 + s2)2 + 1− σF 2s2]
√
α2 + s2 th (

√
α2 + s2)− F 2s2. (2.3)

Из уравнений (2.1) и представления (2.2) получаем

G−(α, s) = 0, G+(α, s) = 0, D1(α, s) = isQ(α, s),

где Q(α, s) — преобразование Фурье функции q(x, y):

Q(α, s) =

x0+a∫
x0−a

dx

∞∫
−∞

q(x, y) ei(αx−sy) dy =
2πq0 eiαx0 sin (αa) sin (sb)

ακ sh (πs/(2κ))
.

Тогда

G(α, s) = G1(α, s) = C(α, s)K2(α, s); (2.4)

D−(α, s) + isQ(α, s) + eiαLD+(α, s) = C(α, s)K1(α, s). (2.5)

Исключая из соотношений (2.4), (2.5) C(α, s), выводим уравнение

D−(α, s) + isQ(α, s) + eiαLD+(α, s) = G1(α, s)K(α, s), K(α, s) = K1(α, s)/K2(α, s). (2.6)

Известно, что дисперсионное соотношение для гравитационных волн

K1(γ) ≡ γ th γ − F 2s2 = 0

при фиксированном значении s имеет два действительных корня ±γ0(s) и счетное мно-
жество мнимых корней ±γm(s), m = 1, 2, . . .. При τ = 0 дисперсионное соотношение для
изгибно-гравитационных волн под упругой пластиной

K2(µ) ≡ (βµ4 + 1− σF 2s2)µ thµ− F 2s2 = 0

имеет два действительных корня ±µ0(s), четыре комплексных корня, которые обозначим
±µ−1(s), ±µ−2(s), µ−2 = −µ̄−1 (черта обозначает комплексное сопряжение), и счетное
множество чисто мнимых корней ±µm(s), m = 1, 2, . . .. При τ 6= 0 значения корней смеща-
ются с действительной и мнимой осей, численно найти их достаточно сложно, так как они
могут быть близки к комплексным корням ±µ−1(s), ±µ−2(s). Поэтому будем учитывать
структурное демпфирование приближенно, только для корня µ0, что позволит сместить
вещественный корень в комплексную плоскость. Корни дисперсионных соотношений (2.3)
соответственно равны ±χm, ±αm:

χm(s) =
√
γ2

m(s)− s2, αm(s) =
√
µ2

m(s)− s2.

В последних выражениях значения комплексных корней выбираются в верхней полуплос-
кости, значения вещественных корней — на положительной полуоси. Если |s| < γ0(s), то
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χ0(s) — вещественный корень, в противном случае все корни χm чисто мнимые. Все корни
αm(s) комплексные.

Будем рассматривать следующие области аналитичности введенных функций: S+ =
{α: Imα > −λ0}, за исключением вещественного полюса −χ0, и S− = {α: Imα < λ0}, за
исключением вещественного полюса χ0. Здесь λ0 = min (Imαm).

В соответствии с методом Винера — Хопфа факторизуем функцию K(α, s):

K(α, s) = K−(α, s)K+(α, s).

Функции K− и K+ аналитичны по α соответственно в нижней и верхней полуплоскостях
и определяются формулами

K±(α, s) =
µ−1µ−2

(α± α−1)(α± α−2)
N±(α, s), N±(α, s) =

∞∏
j=0

µj(α± χj)

(α± αj)γj
.

При |α| → ∞ имеем K±(α, s) = O(|α|−2), N±(α, s) = O(1).
Умножая левую и правую части уравнения (2.6) на e−iαL(K+(α, s))−1, получаем

e−iαL D−(α, s)

K+(α, s)
+ is e−iαL Q(α, s)

K+(α, s)
+
D+(α, s)

K+(α, s)
= G1(α, s) e−iαLK−(α, s).

Представим второй член левой части этого уравнения в виде

is
Q(α, s)

K+(α, s)
= q1(s)P2(α)

ψ(α)

N+(α, s)
, P2(α) =

(α+ α−1)(α+ α−2)

µ−1µ−2
,

q1(s) =
πq0s sin (sb)

κ sh (πs/(2κ))
, ψ(α) =

eiα(x0+a)− eiα(x0−a)

α
.

Полином второй степени P2(α) — функция, аналитическая во всей комплексной плоскости.
С использованием представления [17]

e−iαL D−(α, s)

N+(α, s)
= U−(α, s) + U+(α, s), e−iαL ψ(α)

N+(α, s)
= Ω−(α, s) + Ω+(α, s),

U±(α, s) = ± 1

2πi

∞∓iλ∫
−∞∓iλ

e−iζLD−(ζ, s) dζ

N+(ζ, s)(ζ − α)
, Ω±(α, s) = ± 1

2πi

∞∓iλ∫
−∞∓iλ

e−iζL ψ(ζ) dζ

N+(ζ, s)(ζ − α)

(функции U±, Ω± аналитичны по α соответственно в верхней и нижней полуплоскостях;
λ < λ0) получаем уравнение

P2(α)
(D+(α, s)

N+(α, s)
+ U+(α, s) + q1(s)Ω+(α, s)

)
=

= G1(α, s)K−(α, s) e−iαL−P2(α)[U−(α, s) + q1(s)Ω−(α, s)],

в левой части которого содержится функция, аналитическая по α в верхней полуплоскости,
а в правой части — функция, аналитическая в нижней полуплоскости. Следовательно, эти
функции представляют аналитическую функцию во всей комплексной плоскости. Согласно
теореме Лиувилля данная функция является полиномом, степень которого определяется
поведением функции на бесконечности по α. Имеем

U±(α, s) = O(|α|−1), Ω±(α, s) = O(|α|−1), |α| → ∞.
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Вблизи кромки пластины градиент потенциала имеет интегрируемую особенность O(r−η)
(η < 1; r — расстояние до кромки пластины). Тогда при |α| → ∞ имеем [18]

G1(α, s) = O(|α|η+3), D±(α, s) = O(|α|η−1).

Следовательно, степень полинома равна единице и

D+(α, s)

N+(α, s)
+ U+(α, s) + q1(s)Ω+(α, s) = q1(s)

c1(s) + c2(s)α

P2(α)
,

где c1(s), c2(s) — неизвестные функции, которые определяются из условий на кромке пла-
стины.

Разделив левую и правую части уравнения (2.6) на K−(α, s) и используя представле-
ние

eiαL D+(α, s)

N−(α, s)
= R−(α, s) +R+(α, s),

ψ(α)

N−(α, s)
= Ψ−(α, s) + Ψ+(α, s),

R±(α, s) = ± 1

2πi

∞∓iλ∫
−∞∓iλ

eiζLD+(ζ, s) dζ

N−(ζ, s)(ζ − α)
, Ψ±(α, s) = ± 1

2πi

∞∓iλ∫
−∞∓iλ

ψ(ζ) dζ

N−(ζ, s)(ζ − α)
,

λ < λ0,
получаем уравнение

P2(−α) (D−(α, s)/N−(α, s) +R−(α, s) + q1(s)Ψ−(α, s)) =

= G1(α, s)K+(α, s)− P2(−α)[R+(α, s) + q1(s)Ψ+(α, s)].

Аналогично можно показать, что левая и правая части последнего уравнения представля-
ют функцию, аналитическую во всей комплексной плоскости, которая является полиномом
первой степени:

D−(α, s)

N−(α, s)
+R−(α, s) + q1(s)Ψ−(α, s) = q1(s)

d1(s) + d2(s)α

P2(−α)
.

Таким образом, получаем систему уравнений

D+(α, s)

N+(α, s)
+

1

2πi

∞−iλ∫
−∞−iλ

e−iζLD−(ζ, s) dζ

N+(ζ, s)(ζ − α)
= q1(s)

(c1(s) + c2(s)α

P2(α)
− Ω+(α, s)

)
,

D−(α, s)

N−(α, s)
− 1

2πi

∞+iλ∫
−∞+iλ

eiζLD+(ζ, s) dζ

N−(ζ, s)(ζ − α)
= q1(s)

(d1(s) + d2(s)α

P2(−α)
−Ψ−(α, s)

)
.

(2.7)

Определим функции c1(s), c2(s). Имеют место следующие равенства:

G1(α, s) e−iαLK−(α, s) = q1(s)(c1 + c2α) + P2(α)(q1(s)Ω−(α, s) + U−(α, s)),

C(α, s) =
eiαL

K−(α, s)K2(α, s)
{q1(s)(c1 + c2α) + P2(α)[q1(s)Ω−(α, s) + U−(α, s)]},

Φ(x, s, z) =
1

2π

∞∫
−∞

e−iα(x−L) Z(α, s, z)

K−(α, s)K2(α, s)
{q1(s)(c1(s) + c2(s)α) +

+ P2(α)[q1(s)Ω−(α, s) + U−(α, s)]} dα,
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∂Φ

∂z
(x, s, 0) =

1

2π

∞∫
−∞

e−iα(x−L)
√
α2 + s2 th

√
α2 + s2

K−(α, s)K2(α, s)

[
q1(s)(c1 + c2α) +

+ P2(α)(q1(s)Ω−(α, s) + U−(α, s))
]
dα.

Вычисляя в последнем выражении интеграл с помощью теории вычетов, при x > L
получаем

∂Φ

∂z
(x, s, 0) = i

∞∑
m=−2

eiαm(x−L) µm thµm

K+(αm, s)K ′
2(αm, s)

[q1(s)(c1(s)− c2(s)αm) + f1m(s)],

f1m(s) = P2(−αm)
∞∑

j=−2

eiχjL(D−(−χj , s) + q1(s)ψ(−χj))

N ′
+(−χj , s)(αm − χj)

.

Краевые условия при x = L записываются в виде

∞∑
m=−2

(α2
m + νs2)µm thµm

K+(αm, s)K ′
2(αm, s)

[q1(s)(c1(s)− c2(s)αm) + f1m(s)] = 0,

∞∑
m=−2

αm(α2
m + (2− ν)s2)µm thµm

K+(αm, s)K ′
2(αm, s)

[q1(s)(c1(s)− c2(s)αm) + f1m(s)] = 0.

(2.8)

Получим условия для определения функций d1(s), d2(s). Имеем

G1(α, s)K+(α, s) = q1(s)[d1(s) + d2(s)α] + P2(−α)[q1(s)Ψ+(α, s) +R+(α, s)],

Φ(x, s, z) =
1

2π

∞∫
−∞

e−iαx Z(α, s, z)

K+(α, s)K2(α, s)
{q1(s)[d1(s) + d2(s)α] +

+ P2(−α)[q1(s)Ψ+(α, s) +R+(α, s)]} dα.
При x < 0 находим

∂Φ

∂z
(x, s, 0) = i

∞∑
m=−2

e−iαmx µm thµm

K+(αm, s)K ′
2(αm, s)

[q1(s)(d1 + αmd2) + f2m(s)],

f2m(s) = P2(−αm)
∞∑

j=0

eiχjL(D+(χj , s) + q1(s)ψ(χj))

N ′
−(χj , s)(χj − αm)

.

При x = 0 краевые условия имеют вид

∞∑
m=−2

(α2
m + νs2)µm thµm

K+(αm, s)K ′
2(αm, s)

[q1(s)(d1(s) + d2(s)αm) + f2m(s)] = 0,

∞∑
m=−2

αm(α2
m + (2− ν)s2)µm thµm

K+(αm, s)K ′
2(αm, s)

[q1(s)(d1(s) + d2(s)αm) + f2m(s)] = 0.

(2.9)

Ряды по m в выражениях (2.8), (2.9) можно вычислить точно. Выполним подстановку

µm thµm = − K1(αm, s)

β(α2
m + s2)2 − σF 2s2
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и аналогично тому, как это сделано в [1], преобразуем полученные соотношения, выражая
их через вычеты в корнях ηk многочлена, стоящего в знаменателе последнего выражения:

ηk = ±
(
±

√
δ/β − s2

)1/2
, δ = σF 2s2.

Интегралы в системе (2.7) вычисляем с помощью теории вычетов. Вводя новые неиз-
вестные

ξj =
D+(χj , s)

q1(s)N+(χj , s)
, ζj =

D−(−χj , s)

q1(s)N−(−χj , s)
,

запишем систему уравнений (2.7)–(2.9) в виде

ξ − Cζ − Ac = F1, ζ − Cξ − A−d = F2,

Gζ +Bc = F3, Gξ +Dd = F4.
(2.10)

Здесь ξ, ζ, c, d, Fn — векторы с компонентами ξj , ζj , cj , dj , Fnj :

F1j =
∞∑

m=0

eiχmL ψ(−χm)

N ′
−(χm, s)(χm + χj)

, F2j =
∞∑

m=0

ψ(χm)

N ′
−(χm, s)(χm + χj)

,

F31 =
∞∑

j=0

eiχjL ψ(−χj)

N ′
−(χj , s)

Γ1j , F32 = −
∞∑

j=0

eiχjL ψ(−χj)

N ′
−(χj , s)

Γ2j ,

F41 =
∞∑

j=0

ψ(χj)

N ′
−(χj , s)

Γ1j , F42 = −
∞∑

j=0

ψ(χj)

N ′
−(χj , s)

Γ2j ,

C, A, A−, G, B, D — матрицы с компонентами

Cjm =
eiχmLN+(χm, s)

N ′
−(χm, s)(χm + χj)

, Aj1 =
µ−1µ−2

(χj + α−1)(χj + α−2)
, Aj2 = χjAj1,

G1m = −eiχmLN+(χm, s)

N ′
−(χm, s)

Γ1m, G2m =
eiχmLN+(χm, s)

N ′
−(χm, s)

Γ2m,

Γ1m =
2∑

k=1

η2
k + νs2

ηk(η
2
k + s2)

(K+(ηk, s)P2(ηk)

χm + ηk
− P2(−ηk)

K+(ηk, s)(χm − ηk)

)
,

Γ2m =
2∑

k=1

η2
k + (2− ν)s2

η2
k + s2

(K+(ηk, s)P2(ηk)

χm + ηk
+

P2(−ηk)

K+(ηk, s)(χm − ηk)

)
,

B11 =
2∑

k=1

η2
k + νs2

ηk(η
2
k + s2)

( 1

K+(ηk, s)
−K+(ηk, s)

)
, A−j1 = Aj1, A−j2 = −Aj2,

B12 = −
2∑

k=1

η2
k + νs2

η2
k + s2

( 1

K+(ηk, s)
+K+(ηk, s)

)
, Dn1 = Bn1, Dn2 = −Bn2,

B21 =
2∑

k=1

η2
k + (2− ν)s2

η2
k + s2

( 1

K+(ηk, s)
+K+(ηk, s)

)
,

B22 = −
2∑

k=1

ηk(η
2
k + (2− ν)s2)

η2
k + s2

( 1

K+(ηk, s)
−K+(ηk, s)

)
.
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После решения системы (2.10) находим прогиб пластин и возвышение свободной по-
верхности. При x > L

W (x, y) = − q0
2κ

∞∫
−∞

eisy sin (sb)

sh (πs/(2κ))

∞∑
m=−2

eiαm(x−L) µm thµm

K+(αm, s)K ′
2(αm, s)

(
c1(s)− αmc2(s)−

−P2(−αm)
∞∑

j=0

eiχjL(N+(χj , s)ζj + ψ(−χj))

N ′
−(χj , s)(αm − χj)

)
ds, (2.11)

при x < 0

W (x, y) = − q0
2κ

∞∫
−∞

eisy sin (sb)

sh (πs/(2κ))

∞∑
m=−2

e−iαmx µm thµm

K+(αm, s)K ′
2(αm, s)

×

×
(
d1(s) + αmd2(s)− P2(−αm)

∞∑
j=0

eiχjLN+(χj , s)ξj + ψ(χj)

N ′
−(χj , s)(αm − χj)

)
ds, (2.12)

при 0 < x < L

W (x, y) = −q0F
2

2κ

∞∫
−∞

eisy s2 sin (sb)

sh (πs/(2κ))

(
Λ(x, s) +

∞∑
j=−2

N+(χj , s)(e
iχjx ζj + eiχj(L−x) ξj)

K ′
1(χj , s)

)
ds,

Λ(x, s) =
∞∑

j=0

1

χjK ′
1(χj , s)


eiχj(x0−x+a) − eiχj(x0−x−a), 0 < x < x0 − a,

eiχj(x0−x+a) + eiχj(x−x0+a)−2, |x− x0| < a,

eiχj(x−x0+a) − eiχj(x−x0−a), x > x0 + a.

(2.13)

В формуле (2.13) член Λ(x, s) представляет собой возвышение бесконечной свободной по-
верхности жидкости при движении области давления, а второй член учитывает влияние
края пластины и взаимодействие с изгибно-гравитационными волнами. При обращении
преобразования Фурье подынтегральные функции в формулах (2.11)–(2.13) экспоненци-
ально затухают при s→∞.

В случае симметрии, когда центр области давления движется по центральной линии
канала, имеем x0 = L/2, w(x, y) = w(L − x, y), ϕ(x, y, z) = ϕ(L − x, y, z), Φ+(α, s, z) =

Φ−(−α, s, z), Φ1(α, s, z) = eiαL Φ1(−α, s, z), ζj = ξj , eiχjL ψ(−χj) = ψ(χj), и система урав-
нений (2.10) принимает вид

ξ − Cξ − Ac = F1, Gξ +Bc = F3.

Так как χ0 =
√
γ2
0(s)− s2, то χ0(s) = 0 при γ0(s) = s. Уравнение γ0(s)− s = 0 имеет

единственный корень s0, и подынтегральная функция в выражении (2.13) содержит кор-
невую интегрируемую особенность при s = s0. Путем замены переменной интегрирования
подынтегральную функцию можно сделать регулярной. Замена переменной проводится
следующим образом. Область интегрирования делится на два участка:

1) 0 < s < s0: s = s0 sin ζ, 0 < ζ < π/2;
2) s > s0: s = s0 ch ζ, 0 < ζ <∞.
Тензор деформаций пластины вычисляется по формулам (1.7). На кромках ледяно-

го покрова ряды являются плохо сходящимися, поэтому нужно применить тот же метод
суммирования рядов, который применялся при получении граничных условий на кромках.
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Волновые числа симметричных краевых мод для канала шириной L = 50 м
при различных значениях толщины льда и скорости движения (τ = 0)

h = 0,5 м h = 1 м h = 2 м

V = 5
м/с,
s0 =
39,24

V = 10
м/с,
s0 =
9,8

V = 15
м/с,
s0 =
4,36

V = 5
м/с,
s0 =
39,24

V = 10
м/с,
s0 =
9,8

V = 15
м/с,
s0 =
4,36

V = 10
м/с,
s0 =
9,8

V = 15
м/с,
s0 =
4,36

V = 20
м/с,
s0 =
2,41

V = 21
м/с,
s0 =
2,16

39,65 10,65 4,36 39,65 10,75 4,97 10,77 5,43 2,79 2,32
42,46 14,52 15,33 42,46 14,60 8,70 14,61 8,80 6,30 5,95
46,49 18,09 17,05 46,49 18,13 11,39 18,13 11,43 8,37 7,95
50,77 21,15 18,60 50,78 21,16 13,56 21,17 13,57 10,03 9,53
54,98 23,84 20,02 54,98 23,85 15,43 23,85 15,44 11,45 10,89
59,01 26,26 21,34 59,02 26,27 17,10 26,27 17,11 12,72 12,10
66,52 28,49 22,58 66,52 28,50 18,63 28,50 18,63 13,87 13,20
70,02 30,56 23,76 70,02 30,56 20,04 30,56 20,04 14,94 14,21

При движении тела по свободной поверхности или ледяному покрову на него действу-
ют боковая сила и сила волнового сопротивления, которые находятся следующим образом:

(Rx, Ry) = −
∫ ∫
S

q(x, y)(wx, wy) dx dy.

Безразмерные коэффициенты волновых сил Ax, Ay вычисляются по формулам [13]

(Ax, Ay) = − ρg

2q20a
(Rx, Ry).

3. Результаты численных расчетов. Выполнены численные расчеты для случая
движения судна вдоль центральной линии ледового канала при следующих входных пара-
метрах: E = 5 ГПа, ρ = 1000 кг/м3, ρ0 = 900 кг/м3, ν = 1/3, q0 = 1000 Н/м2, a = 10 м,
b = 20 м, H = 100 м, κ = 5/b, τ = 0,7 с. Ширина канала равна L = 50 м. Толщина ледя-
ного покрова составляла h = 0,5; 1,0; 2,0 м, при этом значения критической скорости cm
изгибно-гравитационных волн равны 12,062; 15,585; 20,086 м/с соответственно. Скорость
движения нагрузки менялась в диапазоне от 2,5 до 25,0 м/с.

Расчеты, проведенные при τ = 0, показали, что подынтегральные функции в выра-
жениях (2.11)–(2.13) имеют разрывы или резко изменяются в некоторых узких областях.
Это объясняется наличием краевых мод, т. е. существованием при определенных значе-
ниях волновых чисел s нетривиальных решений однородной системы уравнений (2.10).
В таблице приведены низшие значения волновых чисел, для которых существуют кра-
евые моды, при различных значениях толщины ледяного покрова и скорости движения

нагрузки.
В работе [6] отмечено, что трещина в ледяном покрове является предельным случа-

ем ледового канала при стремлении ширины канала к нулю. При движении нагрузки по
ледяному покрову с трещиной существуют только две краевые моды [2] с различными
волновыми числами, причем только при сверхкритических скоростях движения нагрузки.
При этом краевая мода с меньшим волновым числом распространяется за нагрузкой, а
мода с большим волновым числом — перед ней. В случае ледового канала как при сверх-
критических, так и при докритических скоростях движения нагрузки существует большое
количество краевых мод.

Из таблицы следует, что при докритических скоростях движения нагрузки (меньших
минимальной фазовой скорости изгибно-гравитационных волн в пластине cm) волновые
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Рис. 1. Трехмерные распределения вертикальных смещений жидкости и пластины:
a — V = 10 м/c, h = 1 м, б — V = 21 м/c, h = 2 м

числа краевых мод практически не зависят от толщины пластины. При сверхкритиче-
ских скоростях при увеличении толщины пластины расположение низших волновых чисел

краевых мод в последовательности становится более плотным, а высшие практически не
зависят от толщины пластины. При малых значениях времени релаксации τ 6= 0 волновые
числа краевых мод немного отличаются от значений, приведенных в таблице.

При докритических скоростях движения нагрузки в жидкости под пластиной вблизи

кромки возбуждаются волны, которые быстро затухают вдали от нее. При сверхкрити-
ческих скоростях возбуждаются изгибно-гравитационные волны, которые распространя-
ются на большое расстояние от края и передают энергию на бесконечность. На рис. 1
представлены трехмерные распределения вертикальных смещений жидкости и пластины

при докритической скорости V = 10 м/с и толщине ледяного покрова h = 1 м, а также
при сверхкритической скорости V = 21 м/с и толщине ледяного покрова h = 2 м.

При малых значениях скорости движения нагрузки V < 3 м/с волны отсутствуют [19].
При 3 м/с < V < 8 м/с (при заданных значениях глубины и ширины канала) наблюдается
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Рис. 2. Зависимость вертикальных смещений ледяного покрова толщиной
h = 1 м (1) и жидкости (2) вблизи кромки от координаты y:
a — V = 6,86 м/c, б — V = 8,25 м/c

модуляция волн. На рис. 2,а показаны зависимости вертикальных смещений ледяного по-
крова и жидкости вблизи кромки от координаты y при V = 6,86 м/с, h = 1 м. По-видимому,
модуляция волн вызвана наложением волн, отраженных от краев ледяного покрова.

При движении нагрузки по ледяному покрову волны перед ней распространяются

только при сверхкритических скоростях движения. Волны за нагрузкой имеют бо́льшие
длину и амплитуду, чем перед ней. В случае ледового канала волны перед нагрузкой на-
блюдаются также в некотором диапазоне докритических скоростей. Это обусловлено вли-
янием краевых мод. Во всех проведенных расчетах при докритических скоростях длина
волны в жидкости под пластиной перед нагрузкой больше длины волны за нагрузкой. На
рис. 2,б показаны вертикальные смещения жидкости и ледяного покрова вблизи кромки
при V = 8,25 м/с, h = 1 м. В этом случае модуляция волн отсутствует. Перед нагрузкой
распространяется волна большей длины, чем за нагрузкой. Волна, распространяющаяся
перед нагрузкой, имеет амплитуду того же порядка, что и за нагрузкой. Вдали от кромки
возмущения в пластине быстро затухают. При сверхкритических скоростях движения на-
грузки V > cm длина передней волны меньше длины волны за нагрузкой, как и в случае
движения нагрузки по ледяному покрову.

На рис. 3 представлены зависимости вертикальных смещений ледяного покрова и жид-
кости вблизи кромки от координаты y при докритической скорости движения V = 10 м/с
и толщине ледяного покрова h = 0,5; 1,0; 2,0 м. Видно, что при докритических скоростях
движения нагрузки амплитуды волн в жидкости слабо зависят от толщины льда, ампли-
туды волн в ледяном покрове становятся меньше при увеличении толщины льда. В этом
случае также распространяются волны перед нагрузкой в жидкости под пластиной.

На рис. 4 приведены зависимости вертикальных смещений ледяного покрова толщи-
ной h = 2 м и жидкости от координаты y при докритической скорости V = 15 м/с и
сверхкритической скорости V = 21 м/с. Видно, что при переходе от докритического режи-
ма к сверхкритическому амплитуды волн в ледяном покрове существенно увеличиваются,
а в жидкости становятся меньше, значительная часть энергии поверхностных волн преоб-
разуется в энергию изгибно-гравитационных волн (см. рис. 1,б).

Проведенные расчеты показали, что при движении нагрузки по свободной поверхности
в ледовом канале максимальные деформации льда наблюдаются вблизи кромки пластины.
В случае толстого ледяного покрова (h = 2 м) при любых скоростях движения нагрузки
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Рис. 3. Зависимость вертикальных смещений ледяного покрова (1) и жидко-
сти (2) вблизи кромки от координаты y при V = 10 м/c и различных значениях
толщины ледяного покрова:
a — h = 0,5 м, б — h = 1 м, в — h = 2 м
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Рис. 6. Зависимость коэффициента волнового сопротивления от скорости при

различных значениях толщины ледяного покрова:
1 — h = 1 м, 2 — h = 2 м, 3 — бесконечная свободная поверхность

максимальные деформации не превышали предельно допустимого значения e∗. На рис. 5
приведены зависимости безразмерных максимальных деформаций ледяного покрова вбли-
зи кромки при h = 0,5; 1,0 м и скоростях V = 10,0; 11,0; 12,5; 13,0 м/с. Видно, что в случае
ледяного покрова толщиной h = 0,5 м максимальные деформации вблизи кромки при ско-
рости V = 10 м/с не превышают предельно допустимого значения e∗, а при V = 11 м/с
превышают. В случае ледяного покрова толщиной h = 1 м при скорости V = 12,5 м/с мак-
симальные деформации меньше критического значения e∗, а при V = 13 м/с — больше.

На рис. 6 представлены зависимости коэффициента волнового сопротивления от скоро-
сти при различных толщинах ледяного покрова, а также зависимость коэффициента вол-
нового сопротивления от скорости для случая бесконечной свободной поверхности. Видно,
что влияние ледового канала на волновое сопротивление проявляется не только при около-
критических скоростях, но и при докритических в том же диапазоне скоростей, в котором
образуются краевые волны перед нагрузкой. Значительное уменьшение силы волнового со-
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противления при наличии ледяного покрова происходит при V = 8,25 м/с. Вертикальные
смещения жидкости и ледяного покрова толщиной h = 1 м при этом значении скоро-
сти приведены на рис. 2,б. При околокритических и сверхкритических скоростях ледяной
покров толщиной h = 1 м разрушается, поэтому зависимости коэффициента волнового
сопротивления от скорости, приведенные на рис. 6, могут быть неверными. Однако в силу
линейности задачи при уменьшении внешнего давления до величины, при которой дефор-
мации не превышают предельных значений, полученные зависимости остаются в силе. Из
рис. 6 следует, что ледяной покров оказывает значительное влияние на величину волнового
сопротивления.

Заключение. Получено аналитическое решение стационарной задачи о возбужде-
нии волн нагрузкой, равномерно движущейся по свободной поверхности в ледовом канале.
Найдены волновые числа краевых мод в ледяном канале. Исследовано влияние скорости
нагрузки и толщины ледяного покрова на волновые силы и на характер генерируемых волн

в жидкости и ледяном покрове, а также на деформации покрова. Обнаружено, что волны
перед нагрузкой могут возбуждаться не только при сверхкритических, но и при докри-
тических скоростях движения нагрузки вследствие наличия краевых мод. Показано, что
при некоторых значениях скорости движения, толщины ледяного покрова и действующего
давления возможно разрушение ледяного покрова вблизи кромки.

Автор выражает благодарность И. В. Стуровой за внимание к работе и полезное об-
суждение.
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