
ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2019. Т. 60, N-◦ 6 173

УДК 539.3, 537.226.4

МИКРОМЕХАНИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

ПОЛИКРИСТАЛЛИЧЕСКОГО

СЕГНЕТОЭЛЕКТРОУПРУГОГО МАТЕРИАЛА

С УЧЕТОМ ДЕФЕКТОВ

А. С. Семенов

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого,
195251 Санкт-Петербург, Россия
E-mail: semenov.artem@googlemail.com

Предложены определяющие уравнения, описывающие нелинейное поведение поликри-
сталлического сегнетоэлектроупругого материала и учитывающие диссипативный ха-
рактер движения доменных стенок, наличие точечных (нуль-мерных) дефектов и их
влияние на процессы переключения в диапазоне температур, в котором отсутствуют
фазовые переходы. Для описания поведения поликристаллического сегнетоэлектроупру-
гого материала на макроуровне используется метод двухуровневой гомогенизации. По-
казано, что учет наличия дефектов в микромеханической модели сегнетоэлектроупру-
гих материалов позволяет значительно увеличить точность модели при многоосном на-
гружении. Проведено сравнение результатов расчетов и экспериментальных данных, с
использованием которых построены кривые диэлектрического гистерезиса и поверхно-
сти переключения при непропорциональном нагружении поликристаллических пьезо-
керамик PZT-4D, PZT-5H и BaTiO3. Установлено, что предложенная модель является
достаточно точной.
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ВВЕДЕНИЕ

Сегнетоэлектроупругие материалы (сегнетоэлектрики [1, 2] и сегнетоэластики [2, 3]),
характерным примером которых является поликристаллическая пьезокерамика [4], пред-
ставляют собой перспективные активные [5], а именно многофункциональные [6], интел-
лектуальные [7], смарт-материалы [8] с уникальными свойствами. Такие материалы ис-
пользуются в качестве рабочих элементов сенсоров и актуаторов (топливные инжекторы,
нанопозиционеры, микромоторы, приводы сканирующих туннельных микроскопов, гаси-
тели вибраций) [5, 6, 9], пьезотрансформаторов, элементов памяти, датчиков быстропе-
ременных давлений. При изготовлении и (или) эксплуатации элементы из сегнетоэлек-
троупругих материалов подвергаются значительным электрическим и механическим воз-
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действиям, что может приводить к их повреждениям, изменению свойств и даже разру-
шению. Поэтому актуальны исследования поведения сегнетоэлектроупругих материалов,
в которых не происходят структурные фазовые переходы в рабочем диапазоне температур,
но происходят процессы поляризации, необратимого деформирования и разрушения. При
этом возникает необходимость учета нелинейного электромеханического поведения, что
требует разработки уточненных моделей [5, 10–23] и использования методов численного
решения нелинейных краевых задач [24, 25].

В настоящее время для описания процессов необратимого деформирования и поляри-
зации сегнетоэлектроупругих материалов при многоосном комбинированном электромеха-
ническом нагружении в диапазоне температур вдали от точки Кюри используются как

феноменологические [10–13], так и микромеханические [14–23] модели сплошной среды.
Феноменологические модели строятся на основе принципа максимума диссипации, пер-
воначально предложенного в теории пластичности. Микромеханические модели учиты-
вают полидоменную структуру и диссипативный характер движения доменных стенок.
В простейших микромеханических моделях [14–17] не учитывается взаимное влияние мо-
нокристаллов и проводится осреднение откликов в предположении, что напряжения рав-
ны и электрические поля во всех монокристаллах одинаковы (приближение Рейсса). Это
влияние упрощенно учитывается при использовании самосогласованных моделей [18, 19].
Детальное описание взаимного влияния отдельных кристаллитов возможно при исполь-
зовании моделей, основанных на применении методов конечно-элементной гомогенизации
представительного объема поликристалла [20–23]. Учет взаимного влияния и возникаю-
щих вследствие его наличия микронапряжений важен при анализе поведения материала

в случае сложного непропорционального и циклического нагружения. Этот подход исполь-
зуется в данной работе.

В отличие от идеальных (бездефектных) кристаллов в реальных кристаллах на про-
цесс поляризации значительное влияние оказывают точечные дефекты кристаллической

решетки (см., например, [2, 26–29]). Многочисленные эксперименты показывают, что де-
фектная структура кристалла определяет процессы формирования и движения доменных

границ, форму гистерезисных кривых, коэрцитивное поле и время переключения [2, 28,
30–33]. При этом наблюдается пиннинг [28, 34–36] — закрепление доменных стенок на

дефектах.
Появление одинаково ориентированных полярных дефектов фиксированной ориента-

ции (не изменяющейся под действием внешнего поля) в моно- и поликристаллах приводит
к смещению петель гистерезиса [2, 30, 32]. Для упорядоченных в пределах доменов сона-
правленных необращаемых полярных дефектов может наблюдаться двойная петля гисте-
резиса [2]. Возникновение неупорядоченных дефектов, например при введении дефектов
в параэлектрической фазе, приводит к увеличению коэрцитивного поля без смещения и

изменения формы петли [2, 33].
Перечисленные выше микромеханические теории непосредственно не учитывают на-

личие дефектов. Одной из целей данной работы является учет этого влияния путем введе-
ния дополнительной внутренней переменной состояния, характеризующей поляризацию,
вызванную наличием дефектов.

В литературе приведены результаты экспериментальных исследований электромеха-
нического поведения сегнетоэлектроупругих материалов при монотонном и циклическом

воздействии, которые, как правило, проводились при одноосном нагружении. Исключение
составляют работы [15, 37, 38], в которых описываются испытания сегнетоэлектроупругих
материалов в условиях многоосного непропорционального электромеханического воздей-
ствия. Построение модели эволюции формы поверхности переключений [37] при многоос-
ном нагружении является сложной задачей. Целью данной работы является создание мик-
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Рис. 1. Масштабные уровни структуры поликристаллической сегнетопьезоке-
рамики:
а — макроуровень (конструкция), б — мезоуровень (зерна), в — микроуровень (доме-
ны), г — наноуровень (элементарная ячейка)

ромеханической континуальной модели сегнетоэлектроупругого материала, учитывающей
наличие дефектов и адекватно описывающей результаты экспериментов по одноосному и

многоосному нагружению, а также эволюцию поверхности переключений.

1. ДВУХУРОВНЕВАЯ ГОМОГЕНИЗАЦИЯ

Для описания поведения поликристаллического сегнетоэлектроупругого материала на

макроуровне в настоящей работе используется метод двухуровневой гомогенизации, при-
меняемый для систем, в которых можно выделить три характерных масштабных уров-
ня: домен (элементарная ячейка кристаллической решетки), кристалл, поликристалл. На
рис. 1 показана иерархия рассматриваемых масштабных уровней для сегнетопьезокера-
мических материалов на основе цирконат-титаната свинца с характерными размерами
элементарной ячейки периодичности ∼10−10 м, домена ∼10−7 ÷ 10−5 м, кристаллита
∼10−5 ÷ 10−4 м и размером элемента устройства ∼10−3 ÷ 10−1 м.

Сепарабельность масштабов неоднородностей позволяет ввести элементарные пред-
ставительные объемы (ЭПО) на микро- и мезоуровнях. В данной работе гомогенизация
при переходе от мезоуровня кристаллитов к макроуровню поликристалла осуществляется

на основе метода конечных элементов. Использование альтернативных упрощенных схем
гомогенизации (метода самосогласования [18], подходов Фойгта или Рейсса, правила сме-
сей) не позволяет адекватно описать взаимное влияние кристаллитов.

Связь между макроскопическими электромеханическими переменными {ε̄, σ̄, D̄, Ē}
и переменными на мезоуровне {ε, σ,D,E} (ε, σ — тензоры деформации и напряжений;
D, E — векторы электрической индукции (электрического смещения) и напряженности
электрического поля) определяется уравнениями

ε̄ =
1

VЭПОП

∫
VЭПОП

ε dV =
1

VЭПОП

∫
∂VЭПОП

(u⊗ n)S dS; (1)

σ̄ =
1

VЭПОП

∫
VЭПОП

σ dV =
1

VЭПОП

∫
∂VЭПОП

(n · σ ⊗ r)S dS; (2)

D̄ =
1

VЭПОП

∫
VЭПОП

D dV = − 1

VЭПОП

∫
∂VЭПОП

qSr dS; (3)
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Ē =
1

VЭПОП

∫
VЭПОП

E dV = − 1

VЭПОП

∫
∂VЭПОП

ϕn dS. (4)

В (1)–(4) VЭПОП — ЭПО поликристалла, ограниченный замкнутой поверхностью ∂VЭПОП
с внешней нормалью n; u — вектор перемещений; r — радиус-вектор; qS — плотность

поверхностных зарядов; ϕ — электрический скалярный потенциал; E = −∇ϕ; знак “⊗”
обозначает операцию диадного произведения; (u⊗n)S = (1/2)(u⊗n+n⊗u) — симмет-
ричная часть диады.

Гомогенизация при переходе с уровня домена на уровень монокристалла осуществля-
ется аналитически с использованием осреднения Рейсса (в предположении однородности
полей напряжений и напряженности электрического поля в кристалле). Второй уровень
гомогенизации вводится упрощенно с целью учесть полидоменную структуру кристалли-
та на микроуровне при описании процессов поляризации без значительного усложнения

модели.
С использованием подхода Рейсса связь между переменными {ε, σ,D,E} на мезо-

уровне и {ε̃, σ̃, D̃, Ẽ} на микроуровне определяется уравнениями

ε =
1

VЭПОК

∫
VЭПОК

ε̃ dV =
N∑

I=1

cI ε̃I ; (5)

σ =
1

VЭПОК

∫
VЭПОК

σ̃ dV ≡ σ̃; (6)

D =
1

VЭПОК

∫
VЭПОК

D̃ dV =
N∑

I=1

cID̃I ; (7)

E =
1

VЭПОК

∫
VЭПОК

Ẽ dV ≡ Ẽ. (8)

В (5)–(8) VЭПОК — ЭПО кристаллита (зерна); ε̃I — тензор деформации I-го домена; D̃I —
вектор электрического смещения I-го домена; N — количество доменов в кристаллите;
cI — концентрация (объемная доля) I-го домена в монокристалле, удовлетворяющая огра-
ничениям

0 6 cI 6 1,
N∑

I=1

cI = 1. (9)

Пространственная структура доменов в предлагаемом подходе не рассматривается.
Учитывается лишь совокупный вклад доменов сонаправленной ориентации в поляризацию

и деформацию кристаллита.

2. ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ УРАВНЕНИЯ
МИКРОМЕХАНИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ МОНОКРИСТАЛЛА

2.1. Модель без учета дефектов. Склерономная микромеханическая модель для
монокристалла c учетом диссипативного характера движения доменных стенок предложе-
на в [18] и развита в работах [15, 16, 19–23]. Модель имеет строгое термодинамическое
обоснование и экспериментальное подтверждение [18–23] для различных программ элек-
тромеханического воздействия.
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При формулировке определяющих уравнений предполагается, что деформации явля-
ются малыми, поскольку в процессе переключения деформация решетки не превыша-
ет 7 % (например, для титаната бария при a = 3,989 Å, c = 4,029 Å [5] в тетраго-
нальной фазе деформация составляет (c − a)/a = 1,002 %, для титаната свинца при
a = 3,896 Å и c = 4,136 Å [5] (c− a)/a = 6,160 %). Принимается, что тензор деформации ε
и вектор электрической индукции D допускают декомпозицию в виде суммы линейных

(обратимых) εl, Dl и остаточных (аналог пластических) εr, P r составляющих:

ε = εl + εr, D = Dl + P r. (10)

Для обратимых составляющих справедливы линейные соотношения

εl = ε− εr = 4SE · · σ + 3dT ·E, Dl = D − P r = 3d · · σ + κσ ·E, (11)

допускающие обращенную форму

σ = 4CD · · (ε− εr)− 3hT · (D − P r), E = −3h · · (ε− εr) + βε · (D − P r), (12)

где 4SE — тензор модулей упругой податливости кристалла (тензор четвертого ранга);
3d — тензор пьезоэлектрических модулей кристалла (тензор третьего ранга); κσ — тензор

модулей диэлектрической проницаемости (тензор второго ранга); тензоры 4CD, 3hT , βε

определяются на основе тензоров 4SE , 3dT , κσ путем инверсии блочной матрицы.
Процессы необратимого деформирования и спонтанной поляризации пьезокерамики

обусловлены возможностью скачкообразного перемещения атомов кристаллической решет-
ки, не являющихся центрально-симметричными. В тетрагональном монокристалле реали-
зуется N = 6 ориентаций спонтанной поляризации 〈001〉 (вдоль положительных и отри-
цательных направлений трех кристаллографических осей), соответствующих шести воз-
можным вариантам доменов и M = N(N − 1) = 30 системам переключения. В ромбоэд-
рическом монокристалле реализуется N = 8 ориентаций спонтанной поляризации 〈111〉
(вдоль направлений четырех главных диагоналей кристаллической ячейки), соответству-
ющих восьми возможным вариантам доменов и 56 системам переключения. В ортором-
бическом монокристалле реализуется N = 12 ориентаций спонтанной поляризации 〈011〉
(вдоль диагоналей граней кристаллической ячейки), соответствующих 12 возможным ва-
риантам доменов и 132 системам переключения. В этом случае тензор остаточной дефор-
мации и вектор остаточной поляризации кристаллита могут быть представлены в виде

сумм вкладов отдельных доменов:

εr =
N∑

I=1

cI ε̃
r
I , P r =

N∑
I=1

cIP̃
r
I . (13)

Здесь cI — концентрация (объемная доля) I-го домена в монокристалле; величины со зна-
ком “∼” обозначают переменные, определяемые на уровне домена.

Модули монокристалла 4SE , 3d, κσ определяются на основе модулей отдельных доме-
нов 4S̃E

I , 3d̃I , κ̃σ
I соотношениями, аналогичными (13):

4SE =
N∑

I=1

cI
4S̃E

I ,
3d =

N∑
I=1

cI
3d̃I , κσ =

N∑
I=1

cI κ̃σ
I . (14)

Скорость изменения концентрации I-го домена монокристалла выражается через раз-
ность скоростей переключения доменов из состояния с ориентацией J в I и в направлении
из состояния с ориентацией I в J :

ċI =
N∑

J=1

(ċJ→I − ċI→J). (15)
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С учетом первого соотношения (13) и (15) скорости остаточных деформаций могут
быть представлены в виде

ε̇r =
N∑

I=1

ċI ε̃
r
I =

N∑
I=1

N∑
J=1

(ċJ→I − ċI→J)ε̃rI =
N∑

I=1

N∑
J=1

ċJ→I ε̃rI −
N∑

J=1

N∑
I=1

ċJ→I ε̃rJ =

=
N∑

I=1

N∑
J=1

ċJ→I(ε̃rI − ε̃rJ), (16)

откуда следует представление для тензора скорости остаточной деформации, а также вы-
ражение для вектора скорости поляризации:

ε̇r =
N∑

I=1

N∑
J=1

ċJ→I ∆ε̃rJ→I , Ṗ r =
N∑

I=1

N∑
J=1

ċJ→I ∆P̃ r
J→I . (17)

Здесь величины ∆ε̃rJ→I = ε̃rI − ε̃rJ = µ̃J→I ε̃
r
0 и ∆P̃ r

J→I = P̃ r
I − P̃ r

J = β̃J→I P̃
r
0 определяют-

ся константами, характеризующими кристаллическую решетку; µ̃J→I , β̃J→I — тензор и

вектор Шмида; ε̃r0, P̃
r
0 — скалярные величины, определяемые спонтанной деформацией и

поляризацией.
Аналогично с использованием уравнений (14), (15) определяются модули

4ṠE =
N∑

I=1

N∑
J=1

ċJ→I ∆4S̃E
J→I ,

3ḋ =
N∑

I=1

N∑
J=1

ċJ→I ∆3d̃J→I , κ̇σ =
N∑

I=1

N∑
J=1

ċJ→I ∆κ̃σ
J→I . (18)

Уравнения для вычисления кинематических переменных ċJ→I , играющих важную
роль при описании процессов переключения, вводятся таким образом, чтобы априори вы-
полнялись термодинамические ограничения. Для этого сначала введем величину свобод-
ной энергии (термодинамический потенциал Гельмгольца) в виде квадратичной формы по
обратимым составляющим деформации и индукции:

ψ =
1

2
(ε− εr) · · 4CD · · (ε− εr)− (ε− εr) · · 3h · (D − P r) +

+
1

2
(D − P r) · βε · (D − P r). (19)

Свободная энергия является функцией тензора обратимых деформаций εl, вектора
обратимого электрического смещения Dl и внутренних переменных cI : ψ(εl,Dl, cI). Изме-
нение внутренних переменных определяет изменение величин εr, P r, 4CE , 3h, βε в соот-
ветствии с (13), (14).

Тензор напряжений и вектор напряженности электрического поля могут быть опреде-
лены через производную от свободной энергии: σ = ∂ψ/∂εl, E = ∂ψ/∂Dl. Если свободная
энергия ψ представляется в квадратичной форме (19), то имеют место уравнения (12).

Мощность диссипации определяется выражением

δ = σ · · ε̇+E · Ḋ − ψ̇ = σ · · ε̇r +E · Ṗ r +
1

2
σ · · 4ṠE · · σ +

+ σ · · 3ḋ ·E +
1

2
E · κ̇σ ·E. (20)

Подставляя (17), (18) в (20), получаем выражение

δ =
N∑

I=1

N∑
J=1

ċJ→IGJ→I , (21)
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где движущая сила GJ→I , сопряженная с cJ→I , определяется равенством

GJ→I = σ · · ∆ε̃rJ→I +E ·∆P̃ r
J→I +

1

2
σ · · ∆4S̃E

J→I · · σ +

+ σ · · ∆3d̃J→I ·E +
1

2
E ·∆κ̃σ

J→I ·E. (22)

Уравнение эволюции ċJ→I , удовлетворяющее условию неотрицательности диссипации
δ > 0, принимается в виде

ċJ→I = BJ→I G
J→I

GJ→I
c

∣∣∣GJ→I

GJ→I
c

∣∣∣n−1( cJ
C0

)m
, (23)

где GJ→I
c > 0, BJ→I > 0, n > 0, m > 0, C0 > 0 — константы материала, определя-

ющие форму гистерезисных кривых. Для описания склерономного поведения материала
следует выбрать n� 1. Наличие последнего множителя в (23) позволяет описать процесс
насыщения, и при этом cI удовлетворяет неравенствам (9).

В силу определения ∆ε̃rJ→I = ε̃rI − ε̃rJ = −∆ε̃rI→J и ∆P̃ r
J→I = P̃ r

I − P̃ r
J = −∆P̃ r

I→J .

Поэтому из выражения (22) следует GJ→I = −GI→J . С учетом этого и уравнения (23) по-
лучаем ċJ→I = −ċI→J . Введенное ограничение позволяет уменьшить число независимых
внутренних переменных cJ→I с N2 до M = N(N − 1), а также число слагаемых в вы-

ражениях (17), (18) с учетом равенства ε̇r = 2
N∑

I=1

I−1∑
J=1

ċJ→I∆ε̃rJ→I . Аналогичные правила

суммирования используются для Ṗ r, 4ṠE , 3ḋ, κ̇σ.
2.2. Модель с учетом дефектов. Дефекты кристаллической решетки оказывают

значительное влияние на процессы формирования и движения доменных границ и как

следствие на коэрцитивное поле и форму гистерезисных кривых. Многообразие потенци-
ально возможных типов дефектов: точечные заряженные (полярные) дефекты; точечные
незаряженные дефекты (междоузельные атомы и вакансии, а также примесные атомы);
линейные дефекты-дислокации; дефекты с механизмами образования по Френкелю или по
Шоттки; дефекты с легко- и труднообращаемой поляризацией (“замороженные”); дефекты
типа случайного локального поля, случайной локальной температуры перехода, случайной
локальной анизотропии; дефекты, обусловленные электромиграцией кислородных вакан-
сий и др., — затрудняет получение единых зависимостей. Теоретическая модель фазовых
переходов при наличии дефектов изложена в [39, 40]. Анализ взаимодействия доменных
границ с дефектами с использованием аналитических методов выполнен в [36, 40], с ис-
пользованием метода конечных элементов— в [41], с использованием первых принципов—
в [42].

В данной работе для описания электромеханического состояния реального кристалли-
та дополнительно вводятся две внутренние переменные: вектор поляризации P d и тензор

деформации εd, учитывающие наличие дефектов в кристаллической решетке. Эти пере-
менные являются аргументами свободной энергии и уравнений эволюции других внутрен-
них переменных. Предполагается, что обусловленные наличием точечных дефектов поля-
ризация кристаллита P d и его деформация εd определяются соотношениями

P d =
1

VЭПОК

∫
VЭПОК

P̃ d dV, εd =
1

VЭПОК

∫
VЭПОК

ε̃d dV. (24)

Оценка подынтегральных величин в (24) может быть проведена на основе следующих
рассуждений. Изменение дипольного момента p̃d при образовании дефекта определяется
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выражением [2]

p̃d = p̃s +
∑

i

q̃i ∆r̃i,

где p̃s — собственный дипольный момент дефекта, положение которого не совпадает с
положением центра инверсии; ∆r̃i — смещение зарядов q̃i окружающей дефект решетки.
Распределение полей электрического потенциала и вектора поляризации неподвижного

диполя описывается равенствами

ϕ̃d = −(4πε0)
−1p̃d · ∇r−1 = (4πε0)

−1p̃d · rr−3,

P̃ d = (4πε0)
−1p̃d · ∇∇r−1(ε− ε0) = −(4πε0)

−1p̃d · (I − 3rrr−2)r−3(ε− ε0),

где r — радиус-вектор, начало которого находится в точке, где расположен дефект; r —
его длина. В соответствии с континуальной теорией точечных дефектов [43] перемещения
в неограниченном теле вследствие образования точечного дефекта (помещения (удаления)
шара в несоразмерную ему сферическую полость) имеют вид

ũd = −c∇r−1 = crr−3,

где c = ∆V/(4π) — мощность дефекта. Соответствующие этим перемещениям деформации
определяются равенством

ε̃d = −c∇∇r−1 = c(I − 3rrr−2)r−3,

где I — единичный тензор.
При формулировке определяющих уравнений предполагается, что величины P d, εd,

характеризующие влияние дефектов, так же как и величины P r, εr, учитывающие процес-
сы переключения, представляют собой вклад в спонтанные поляризацию и деформацию,
поэтому в общем случае вместо (10) используются разложения

ε = εl + εr + εd, D = Dl + P r + P d. (25)

Предполагается, что выражение для свободной энергии реального (содержащего де-
фекты) кристаллита допускает разложение

ψ = ψid + ψdef , (26)

где ψdef = ψdef (P
d, εd,P r, εr) — свободная энергия, обусловленная наличием дефектов;

ψid = ψid (Dl, εl, cI) — обратимая часть свободной энергии (19), определяемая квадратич-
ной формой обратимых составляющих индукции Dl и деформации εl:

ψid =
1

2
εl · · 4CE · · εl + εl · · 3h ·Dl +

1

2
Dl · βε ·Dl. (27)

Аргументы P r, εr в функции ψdef = ψdef (P
d, εd,P r, εr) введены для учета взаимного

влияния дефектов и доменных стенок. Величина ψdef (P
d, εd,P r, εr) в общем случае зави-

сит от большого числа инвариантов [44]: P d ·P d, P r ·P r, P d ·P r, tr (εd), εd · · εd, det(εd),

tr (εr), εr · · εr, det (εr), εd · · εr, εr · · εd2
, εd · · εr2

, εd
2 · · εr2

, P d · εd · P d, P d · εd2 · P d,

P r · εr ·P r, P r · εr2 ·P r, P r · εd ·P r, P r · εd2 ·P r, P d · εr ·P d, P d · εr2 ·P d, P d · εd · εr ·P r,

P r ·εd ·εr ·P d, P d ·εd2 ·εr ·P r, P d ·εd ·εr2 ·P r, P d ·εd2 ·εr2 ·P r, P r ·εd2 ·εr ·P d, P r ·εd ·εr2 ·P d,

P r · εd2 · εr2 ·P d. Рассмотрим простейший вариант представления ψdef (P
d, εd,P r, εr), учи-

тывающий изменение электрической и механической составляющих свободной энергии

вследствие возникновения дефектов и их влияние на доменные стенки:

ψdef = ψedd(P
d · P d) + ψedr(P

d · P r) + ψmdd(ε
d · · εd) + ψmdr(ε

d · · εr). (28)
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Подставляя (27), (28) в (26) и затем в определение диссипации (20), получаем иско-
мое выражение для диссипации, в котором учитываются движение доменных стенок, их
взаимодействие с дефектами и процессы дефектообразования:

δ = (σ − ψ′mdrε
d) · · ε̇r + (σ − 2ψ′mddε

d − ψ′mdrε
r) · · ε̇d +

+ (E − ψ′edrP
d) · Ṗ r + (E − 2ψ′eddP

d − ψ′edrP
r) · Ṗ d −

− 1

2
σ · · 4ṠE · · σ − σ · · 3ḋ ·E − 1

2
E · κ̇σ ·E. (29)

Тензор напряжений σ = ∂ψid/∂ε
l и вектор напряженности электрического поля

E = ∂ψid/∂D
l, удовлетворяющие условию неотрицательности диссипации, могут быть

найдены с использованием выражения для свободной энергии (27) и представлены в виде

σ = 4CD ·· (ε−εr−εd)−3hT ·(D−P r−P d), E = −3h·· (ε−εr−εd)+βε ·(D−P r−P d). (30)

Следует отметить, что в большинстве актуальных для практики случаев последним
слагаемым в скобках в (30) можно пренебречь в силу предположения о малой концентрации
дефектов.

В случае “замороженных” (труднопереключаемых) дефектов с P d = const и εd = const
уравнение (29) упрощается:

δ = (σ − ψ′mdrε
d) · · ε̇r + (E − ψ′edrP

d) · Ṗ r +
1

2
σ · · 4ṠE · · σ + σ · · 3ḋ ·E +

1

2
E · κ̇σ ·E. (31)

Подставляя (17), (18) в (31), получаем выражение

δ =
N∑

I=1

N∑
J=1

ċJ→I(GJ→I
id −GJ→I

def ), (32)

где величина GJ→I
id вычисляется в соответствии с (22), GJ→I

def определяется равенством

GJ→I
def = ψ′mdrε

d · · ∆ε̃rJ→I + ψ′edrP
d ·∆P̃ r

J→I . (33)

Уравнение эволюции для ċJ→I , удовлетворяющее условию неотрицательности дисси-
пации δ > 0 (см. (32)), запишем в виде

ċJ→I = BJ→I
GJ→I

id −GJ→I
def

GJ→I
c

∣∣∣GJ→I
id −GJ→I

def

GJ→I
c

∣∣∣n−1( cJ
C0

)m
. (34)

Структура уравнения (34) соответствует модели кинематического упрочнения, использу-
емой в теории пластичности. Величина GJ→I

def определяет вклад системы переключения из

состояния с ориентацией J в I в смещение петли гистерезиса.
При наличии дефектов в модели можно рассматривать зависимость критических зна-

чений движущей силы GJ→I
c от ориентации вектора поляризации дефектов P d по отно-

шению к действующему электрическому полю, учитывающую экспериментально наблю-
даемое торможение движения доменных стенок, направление которого противоположно
направлению начальной поляризации [33], приводящей к образованию фиксированных де-
фектов. Простейшим вариантом рассматриваемой зависимости является линейная аппрок-
симация

GJ→I
c = GJ→I

c0 +GJ→I
c1 cos θ, (35)
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где cos θ = P d ·E/(|P d| |E|); GJ→I
c0 , GJ→I

c1 — константы материала, которые могут быть
найдены с использованием параметров коэрцитивного поля при нагружении в направле-
нии, совпадающем с направлением начальной поляризации, и в противоположном направ-
лении. Более точное описание формы поверхности переключения можно получить с ис-
пользованием обобщения соотношения (35):

GJ→I
c =

N∑
k=0

GJ→I
ck cos kθ.

3. КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНАЯ ГОМОГЕНИЗАЦИЯ

3.1. Формулировка краевой задачи. Предложенные в п. 2 микромеханические

модели поведения сегнетоэлектроупругих материалов реализованы с помощью конечно-
элементного программного комплекса PANTOCRATOR [45]. С использованием этого ком-
плекса проведены многочисленные вычислительные эксперименты для различных про-
грамм электромеханического нагружения ЭПО поликристалла.

Формулировка краевой задачи для ЭПО поликристалла включает уравнения для объ-
ема V

∇ · σ = 0, ε = (∇u)S , ∇ ·D = 0, E = −∇ϕ, (36)

определяющие уравнения (12)–(14), (22), (33), (34) и граничные условия на внешней по-
верхности S = Sσ ∪ Su = Sϕ ∪ SD:

n · σ
∣∣
Sσ

= n · σ̄∗, u
∣∣
Su

= ε̄∗ · r, n ·D
∣∣
SD

= n · D̄∗, ϕ
∣∣
Sϕ

= −Ē∗ · r. (37)

При получении конечно-элементных решений связанных электромеханических крае-
вых задач (36), (37) использовалась векторно-потенциальная формулировка [46, 47], осно-
ванная на вариационной формулировке с выбором в качестве варьируемых величин век-
тора перемещения u и электрического векторного потенциала ψ [47] (D = −∇×ψ):∫

V

(σ · · δε+E · δD) dV =

∫
S

(n · σ · δu+ n×E · δψ) dS.

3.2. Интерпретация кристаллитов в модели ЭПО. В качестве ЭПО поликри-
сталла рассматривался куб (рис. 2, 3). Для исследуемого класса гетерогенных сред с нере-
гулярной микронеоднородностью выбор ЭПО не является тривиальным, поэтому при про-
ведении вычислительных экспериментов рассматривались варианты с различным числом

монокристаллов и различной интерпретацией кристаллита в конечно-элементной модели
ЭПО поликристалла:

1) куб с полиэдрическими кристаллитами различной ориентации, каждый из которых
разбит на несколько конечных элементов (КЭ) (см. рис. 2,а);

2) куб с нерегулярным разбиением на КЭ, каждый из которых рассматривался как
отдельный полиэдрический кристаллит (см. рис. 2,б);

3) куб с регулярным разбиением на КЭ, каждый из которых рассматривался как от-
дельный кристаллит [7] (см. рис. 2,в);

4) куб с регулярным разбиением на КЭ, каждая гауссова точка которых рассматри-
валась как отдельный кристаллит [6] (см. рис. 2,г).

Ориентация кристаллитов генерировалась случайным образом (нормальное распре-
деление в пределах полного телесного угла) путем задания углов Эйлера: ϕ = 2πZ1,
θ = arccos (1 − 2Z2), ψ = 2πZ3 (Z1, Z2, Z3 — независимые случайные величины, изме-
няющиеся в диапазоне от 0 до 1) [6].
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ãâáà

Рис. 2. Типы кристаллитов в ЭПО поликристалла:
а— кристаллит, состоящий из нескольких КЭ, б— кристаллит, представляющий собой
одиночный КЭ нерегулярной формы, в — кристаллит, представляющий собой одиноч-
ный КЭ регулярной формы, г — кристаллит, соответствующий гауссовой точке КЭ

âáà

åäã

Рис. 3. Примеры ЭПО поликристалла с различным числом разбиений на КЭ:
а–в — распределения угловых отклонений осей 〈001〉 кристаллов от вертикали, г–е —
векторы начальной ориентации 〈001〉 кристаллитов; а, г — 2× 2× 2 (64 кристаллита),
б, д — 5× 5× 5 (1000 кристаллитов), в, е — 10× 10× 10 (8000 кристаллитов)

На рис. 2 показаны распределения угловых отклонений осей [001] кристаллов от вер-
тикали, изменяющихся в диапазоне от 0 до π. В случае совпадения монокристалла с КЭ
эти распределения однородны в пределах одного КЭ.

Анализ результатов моделирования гистерезисных кривых и начальной поверхности

переключений показал, что при одном и том же количестве степеней свободы дискретной
модели более предпочтительным является вариант, показанный на рис. 2,г. Этот вари-
ант позволяет учесть взаимное влияние кристаллитов и ввести наибольшее количество

различно ориентированных кристаллитов при меньшем количестве КЭ.
3.3. Влияние числа конечных элементов на результаты расчетов. При прове-

дении вычислительных экспериментов рассматривались различные варианты ЭПО поли-
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кристалла с разбиениями на число КЭ, содержащих от 8 до 8000 кристаллитов, от 1×1×1
до 10× 10× 10 (см. рис. 3). В качестве кристаллита рассматривалась гауссова точка КЭ.

Для каждого конечно-элементного разбиения с целью получения статистических оце-
нок проводились расчеты для 10 различных вариантов генерации (случайным образом)
ориентаций кристаллитов в ЭПО. При анализе кривых зависимости электрической ин-
дукции от заданной напряженности электрического поля (монотонно возрастающей от 0
до 3Ec) разброс уменьшался с увеличением числа КЭ. Для разбиений 1× 1× 1, 2× 2× 2,
3 × 3 × 3, 4 × 4 × 4, 5 × 5 × 5 среднеквадратичное отклонение электрической индукции
составляло 5,10; 0,94; 0,43; 0,32; 0,16 % ее среднего значения соответственно. При анали-
зе начальной поверхности переключения на плоскости (Ex, Ey) для разбиений 1 × 1 × 1,
2×2×2, 3×3×3, 4×4×4, 5×5×5 cреднеквадратичное отклонение радиуса составило 0,77;
0,29; 0,17; 0,11; 0,06 % его среднего значения соответственно. Полученные результаты сви-
детельствуют о высокой точности расчетов даже при малом количестве КЭ. Погрешность
менее 1 % обеспечивается при разбиении 2× 2× 2.

4. СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТОВ
С ДАННЫМИ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

ПРИ ОДНООСНОМ НАГРУЖЕНИИ

Примеры верификации микромеханических моделей при одноосном нагружении (кри-
вые диэлектрического, механического, электромеханического гистерезиса) представлены
в работах [15–23]. На рис. 4 показаны рассчитанные в данной работе и полученные в

экспериментах [37] кривые диэлектрического гистерезиса для трех пьезоэлектрических
материалов (PZT-4D, PZT-5H, BaTiO3), рассматриваемых в п. 5 при определении эво-
люции поверхностей нагружения. Следует отметить, что результаты расчетов хорошо

согласуются с данными экспериментов. В расчетах использовались следующие парамет-
ры материала: модули упругости CE

3333, C
E
1133, диэлектрическая проницаемость κσ

33, пье-
зоэлектрический модуль d333, спонтанные поляризация P0 и деформация ε0, критическая
движущая сила GJ→I

c , вязкость BJ→I , показатели степени в уравнении эволюции n, m,
параметр насыщения C0 (см. таблицу).

E, ÌÂ/ì

D, Êë/ì2
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Рис. 4. Зависимость D(E) для различных материалов (f = 0,2 Гц):
линии — расчет по модели без учета дефектов (10)–(23), точки — эксперимент [37];
1 — PZT-4D, 2 — PZT-5H, 3 — BaTiO3
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Параметры материалов, используемые в расчетах

Материал CE
3333,
ГПа

CE
1133,
ГПа

κσ
33 · 108,
Ф/м

d333 · 1010,
м/В

P0,
Кл/м2

ε0,
%

GJ→I
c ,

В ·Кл/м3
BJ→I n m C0

PZT-4D 139 74,3 0,98 2,91 0,38 0,3 640 000 1 7 4,5 0,01
PZT-5H 126 53,0 4,90 3,15 0,40 0,3 330 000 1 14 1,4 0,01
BaTiO3 150 60,0 1,07 19,00 0,15 0,3 150 000 1 5 6,0 0,01

_3 2 E, ÌÂ/ì

D, Êë/ì2

_0,1

0

0,1

_2 10_1

1
2

Рис. 5. Зависимость D(E) для BaTiO3 (f = 0,2 Гц):
линии — результаты расчетов (1 — расчет по модели без учета дефектов (10)–(23),
2 — расчет по модели с учетом дефектов (24)–(34)), точки — эксперимент [37]

Для сегнетожестких пьезокерамик (PZT-4D, BaTiO3), в отличие от сегнетомягкой
(PZT-5H), наблюдается некоторое смещение петли гистерезиса по горизонтали относи-
тельно начала координат. Это смещение может быть описано при использовании моде-
ли с учетом дефектов (24)–(34) (рис. 5). Кривые, приведенные на рис. 5, получены при
ψ′edr = 150 000 В ·м/Кл.

5. СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТОВ
С ДАННЫМИ ЭКСПЕРИМЕНТОВ ПО ОПРЕДЕЛЕНИЮ

ЭВОЛЮЦИИ ФОРМЫ ПОВЕРХНОСТИ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯ

5.1. Методика численного определения формы поверхности переключения.
В результате многовариантных вычислительных экспериментов определялись различные

двумерные сечения девятимерной (в общем случае) поверхности переключения в простран-
стве, определяемом компонентами тензора напряжений и вектора напряженности электри-
ческого поля. Алгоритм построения двумерных сечений поверхности переключений вклю-
чает следующие основные шаги:

1. Формируется множество ориентаций всех кристаллитов (на основе генерации слу-
чайным образом трех углов Эйлера) для ЭПО поликристалла кубической формы (см.
рис. 3).

2. Для сформированного ЭПО поликристалла с целью определения реакции материа-
ла на заданную произвольную историю нагружения (общую для всех последующих путей
нагружения) решается трехмерная краевая задача (36), (37). При исследовании начальной



186 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2019. Т. 60, N-◦ 6

_0,3 Ex, ÌÂ/ì

Ey, ÌÂ/ì

_0,4

_0,3

_0,2

_0,1

0

0,4

0,3

0,2

0,1

_0,2 0,20,10_0,1

 

Рис. 6. Начальные кривые переключения (|∆P r|/P0 = 0,1 %) для 10 вариантов
ЭПО (разбиение 1 × 1 × 1) поликристалла PZT-5H при различной ориентации

кристаллитов

поверхности переключения неполяризованного поликристалла этот шаг алгоритма отсут-
ствует.

3. Для сформированного ЭПО поликристалла решается серия краевых задач при раз-
личных направлениях лучевого нагружения из начального состояния, определенного на
шаге 2. Величина угла, характеризующего направление лучей нагружения, изменяется в
диапазоне от 0 до 360◦ с шагом по угловой координате, равным 5◦.

4. По заданному допуску δ на изменение остаточной поляризации и (или) остаточной
деформации с использованием условия (|P r−P r

0 |/P0)
2 +(‖εr− εr0‖/ε0)2 > δ2, где P r

0 , εr0 —
начальные значения поляризации и деформации, для каждого луча определяется точка
границы поверхности переключения.

5. Соседние точки переключения для всех лучей соединяются, при этом образуется
замкнутая многозвенная ломаная, представляющая собой искомую аппроксимацию дву-
мерного сечения поверхности переключений.

5.2. Влияние числа кристаллитов в ЭПО на форму поверхности переключе-
ния. Увеличение числа кристаллитов в ЭПО при построении кривых переключения поз-
воляет повысить их точность, однако это приводит к существенному увеличению времени
счета. В данной работе проведено исследование влияния числа кристаллитов на форму

поверхности переключения на плоскости (Ex, Ey). Решена серия задач для ЭПО поликри-
сталла с разбиением на различное число (от 1× 1× 1 до 10× 10× 10) КЭ, содержащих от
8 до 8000 кристаллитов (см. рис. 3).

На рис. 6 показана совокупность начальных кривых переключения на плоскости

(Ex, Ey) для 10 вариантов ЭПО (рассматривалось наиболее грубое разбиение 1×1×1) по-
ликристалла PZT-5H с различной ориентацией кристаллитов, генерируемых случайным
образом с равномерной плотностью распределения в пределах полного телесного угла. До-
пуск на изменение остаточной поляризации при построении кривых принимался равным

|∆P r|/P0 = 0,1 %. Полученные кривые имеют форму, близкую к окружностям. С увеличе-
нием числа разбиений ЭПО (и соответственно числа кристаллитов) на КЭ уменьшается
влияние ориентации кристаллитов на форму кривой переключения. Даже для разбиений



А. С. Семенов 187

2 N

M

1

0,2

0,4

0

0,8

0,6

3 10
0

500

1000

64 512216 1000 2744 583217288 4096 8000

1500

6 7 8 954

 

1
2

3

DR/R, % t, ÷

Рис. 7. Среднеквадратичное отклонение радиуса кривой переключения, отне-
сенное к среднему значению этого радиуса, ∆R/R̄ (1, 2) и время t, затраченное
на вычисление (3), для поликристалла PZT-5H при различном числе разбиений

ЭПО N и различном количестве кристаллитов в ЭПО M

3× 3× 3 кривые переключения для 10 вариантов ЭПО поликристалла с различной ориен-
тацией кристаллитов становятся визуально неразличимыми.

Зависимость среднеквадратичного отклонения (СКО) радиуса окружности переклю-
чения от числа разбиений ЭПО N × N × N (обеспечивающего число кристаллитов 8N3)
для поликристалла PZT-5H показана на рис. 7. Форма полученной кривой практически не
зависит от допуска на изменение остаточной поляризации. Следует отметить, что значе-
ние СКО мало. Даже при наиболее грубом разбиении ЭПО 1×1×1 (восемь кристаллитов)
значение СКО составляет менее 1 %. Далее в расчетах эволюции поверхности переклю-
чения в качестве базового используется разбиение ЭПО 3 × 3 × 3 (216 кристаллитов),
обеспечивающее значение СКО менее 0,2 %.

5.3. Результаты моделирования эволюции формы поверхности переключе-
ния. В работе [37] представлены результаты экспериментов по определению формы по-
верхности переключения после предварительной поляризации и последующей разгрузки.
Эксперименты выполнялись для образцов из поликристаллических пьезокерамик PZT-
4D, PZT-5H и BaTiO3. Предварительная поляризация проводилась для неполяризованных
пластин размером 25×25×5 мм в течение 40 c до максимальной напряженности электри-
ческого поля, составляющей 5 МВ/м для PZT-4D, 1,5 МВ/м для PZT-5H, 3,25 МВ/м для
BaTiO3. Затем из пластины под углами 0, 30, 60, 90, 120, 150 и 180◦ к направлению поля-
ризации вырезались образцы меньшего размера 5,0× 5,0× 1,5 мм, которые подвергались
электрическому нагружению в течение 30 c до значений начальной поляризации, после че-
го определялись кривые переключения для значений изменения остаточной поляризации

4, 12 и 40 %.
Результаты прямого моделирования рассматриваемого процесса двухлучевого нагру-

жения (первоначальное нагружение при Ex 6= 0, Ey = 0, последующая разгрузка до зна-
чений Ex = 0, Ey = 0, повторное пропорциональное нагружение при Ex 6= 0, Ey 6= 0)
методом конечно-элементной гомогенизации для ЭПО поликристалла с использованием

модели без учета дефектов (10)–(23) количественно существенно отличаются от данных
эксперимента (рис. 8). Для сегнетожестких пьезокерамик PZT-4D и BaTiO3 это различие

более значительное, чем для сегнетомягкой пьезокерамики PZT-5H. Наблюдается несовпа-
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Рис. 8. Формы поверхностей переключений после предварительной поляризации
и последующей разгрузки для различных материалов:
точки — экспериментальные данные [37] при |∆P r|/P0 = 12 %, линии — результаты

расчетов (1, 2 — модель без учета дефектов, 3 — модель с учетом дефектов); а —
PZT-4D (1 — Gc = 320, 2 — Gc = 1600, 3 — Gc0 = 900, 4 — Gc1 = −630), б — BaTiO3

(1 — Gc = 120, 2 — Gc = 600, 3 — Gc0 = 250, 4 — Gc1 = −200), в — PZT-5H (1 —
Gc = 150, 2 — Gc = 470, 3 — Gc0 = 310, 4 — Gc1 = −200)

дение поверхностей переключения при идентификации параметров материала по кривой

поляризации под углами 0 и 180◦. При идентификации коэрцитивного поля по кривой по-
ляризации под углом 180◦ получается кривая переключений (см. рис. 8), размеры которой
значительно превышают размеры экспериментальной кривой (для PZT-4D — в 2 раза, для
BaTiO3 — в 2,6 раза, для PZT-5H — в 1,4 раза), а при идентификации коэрцитивного поля
по кривой поляризации под углом 0◦ получается кривая переключений меньшего размера
(для PZT-4D — 0,62, для BaTiO3 — 0,72, для PZT-5H — 0,79).

Использование модели с учетом дефектов (24)–(35) позволяет увеличить точность рас-
четов и одновременно удовлетворить условиям при нагружении под углами 0 и 180◦ к на-
правлению начальной поляризации (см. рис. 8). Данный результат можно получить как
с учетом зависимости критического значения движущей силы от ориентации поляризации

дефектов (35), так и без учета.

Результаты расчетов показали, что модели с учетом дефектов наиболее точно опи-
сывают поведение сегнетожестких керамик (PZT-4D и BaTiO3). Сегнетожесткие пьезо-
керамики сложнее поляризовать и деполяризовать вследствие появления труднопереклю-
чаемых диполей дефектов. Экспериментально установлено, что при наличии акцептор-
ной примеси в кристаллической структуре возникают анионные вакансии (вакансии по
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кислороду), препятствующие смещению доменных стенок и обусловливающие увеличение
сегнетожесткости. Появление собственных заряженных точечных дефектов и примесных
атомов приводит к возникновению локальных электрических полей и полей микронапря-
жений, которые выполняют функцию ограничителей при движении доменных стенок.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе предложены термодинамически согласованные определяющие уравнения по-
ликристаллического сегнетоэлектроупругого материала, учитывающие диссипативный
характер движения доменных стенок, наличие точечных дефектов и их влияние на процес-
сы переключения. Наличие дефектов учитывается путем введения дополнительных внут-
ренних переменных и с использованием зависимости критических значений движущей

силы от угла ориентации вектора поляризации дефектов.
При описании поведения поликристаллического сегнетоэлектроупругого материала

на макроуровне использован метод двухуровневой гомогенизации. Проведено исследова-
ние влияния числа кристаллитов на результаты расчетов диэлектрического гистерезиса

и начальной поверхности переключения для элементарного представительного объема по-
ликристалла.

Сравнение результатов расчетов с экспериментальными данными о поверхностях пе-
реключения при непропорциональном (двухлучевом) нагружении поликристаллических
пьезокерамик PZT-4D, PZT-5H и BaTiO3 показало, что результаты расчетов по предло-
женной модели материала с учетом дефектов являются более точными по сравнению с

результатами расчетов по модели без учета дефектов.
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