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Введение. Роторные системы используются для очистки газов и жидкостей, разделе-
ния многокомпонентных смесей, каскады из высокооборотистых центрифуг применяются
для разделения изотопов. Поскольку центрифужные машины имеют большой потенциал,
можно предположить, что при более широком использовании высокочистых веществ их
востребованность будет увеличиваться. Волновые движения в газе или жидкости, содер-
жащихся в полости ротора, оказывают влияние на процессы разделения, седиментации-
флотации и устойчивость ротора. В роторе, частично заполненном жидкостью, резонанс-
ное возбуждение волн является основной причиной его неустойчивости [1, 2]. Волновые
процессы в газовых центрифугах аналитически исследовались в работах [3, 4], в жид-
костных — в работах [2, 5–7]. Результаты экспериментальных и численных исследований
волновых процессов во вращающихся контейнерах представлены в работах [8–14].

Под влиянием центробежных и архимедовых сил мелкие частицы, взвешенные в жид-
кости, частично заполняющей полость высокооборотистой центрифуги, быстро оседают на
стенках полости или (при меньшей, чем у жидкости, плотности) образуют на поверхно-
сти пленку из плавающих частиц. Для описания волновых движений центрифугированного
слоя вязкой жидкости со свободной поверхностью, в которую включены частицы твердого
вещества, пренебрежимо мало взаимодействующие друг с другом, в работе [15] предложена
модель, являющаяся обобщением на случай вихревых волновых движений с диссипацией
модели идеальной жидкости с инерционной поверхностью (модели флотирующей жидко-
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сти) [16]. Потенциальные движения идеальной флотирующей жидкости рассматривались
также в работах [17–22] и др.

Термин “инерционная поверхность” введен в работе [16], в которой исследовалось вли-
яние сплошного ковра из мелкой крошки льда в арктических морях на поверхностные вол-
ны. В [16–22] рассматривалась идеальная несжимаемая жидкость бесконечной или конеч-
ной глубины, ограниченная свободной поверхностью, на которой плавают весомые части-
цы, не взаимодействующие друг с другом. (В [18] рассматривалась двухслойная жидкость
с инерционной границей раздела, но это отличие не является принципиальным.) Кинема-
тическое условие на поверхности такое же, как в теории жидкостей с обычной свободной
поверхностью, а динамическое условие выводится из второго закона Ньютона:

ρs ∆S(vt + (v∇)v) = n(p− p0) ∆S + gρs ∆S,

где ρs — поверхностная плотность; ∆S — площадь малого элемента свободной поверх-
ности S(t, z, x, y) = z − η(t, x, y) = 0; v — вектор скорости, n — внешняя нормаль к

поверхности S; p — давление в жидкости под свободной поверхностью; p0 — давление над

поверхностью; g — ускорение свободного падения. Поскольку в работах [16–22] рассматри-
вались только потенциальные движения v = ∇Φ, с использованием интеграла Бернулли
динамическое условие после некоторых преобразований можно записать в виде

ρs
∂

∂n

(
Φt +

1

2
|∇Φ|2

)
+ Φt +

1

2
|∇Φ|2 + gη + gρs(1 + η2

y + η2
y)

−1/2
∣∣∣
z=η

= F (x, t),

где плотность жидкости принята равной единице, функция F (x, t) включает давление p0

и константу интеграла Бернулли.
В роторных системах, в которых на поверхности центрифугированного слоя жидкости

часто наблюдается флотация легких частиц, движение жидкости нельзя считать потенци-
альным. Заметим также, что учет вязкости необходим для более точного описания дина-
мики жидкости и устойчивости [2] этих технических устройств, включающих разнообраз-
ные сепараторы, центрифуги, жидкостные автобалансировочные устройства. В работе [15]
предложена модель для описания вихревого движения вязкой жидкости с инерционной по-
верхностью. В этой модели динамическое условие выводится с учетом вязкости из второго
закона Ньютона, который в неинерциальной системе отсчета, вращающейся с постоянной
угловой скоростью Ω, принимает вид

ρs ∆S
(∂v
∂t

+ (v∇)v +
1

2
∇(Ω× r)2 − 2v ×Ω

)
= pan ∆S + σn ∆S

(σn = −pn + 2µ(n∇)v + µ[n, rot v] — вектор напряжений на площадке с нормалью n;
µ = ρν — динамическая вязкость). При больших волновых деформациях поверхности

учитывается изменение поверхностной плотности ρs = ρ0
sq

−1/2 (q — детерминант метри-
ческого тензора; ρ0

s — поверхностная плотность невозмущенной инерционнной поверхно-
сти). При этом не учитывается влияние силы тяжести, которая на несколько порядков
меньше центробежной силы Ω2r � g. Преобразования динамического условия на поверх-
ности к более удобному виду проведены в [15]. Ниже динамическое условие записывается
в преобразованном виде.

В работе [15] рассматривалось распространение гироскопических волн во флотирую-
щей вязкой жидкости, образующей центрифугированный слой на стенке быстровращающе-
гося кругового цилиндра, случай чисто азимутальных волн в [15] не рассматривался.Меж-
ду тем такое движение жидкости нельзя получить путем предельного перехода k → 0 (k —
осевое волновое число) из решения, описывающего волну, распространяющуюся вдоль оси
вращения. Распространение азимутальных волн в идеальной жидкости рассматривалось
в линейной постановке в работах [23, 24]. В [25] построено приближенное решение путем
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Рис. 1. Схема невозмущенного центрифугированного слоя жидкости с инерци-
онной поверхностью (штриховые линии)

сшивки нелинейного решения — аналога трохоидальных волн Герстнера на цилиндриче-
ской свободной поверхности — с известным линейным решением вдали от поверхности.
Как и в [23, 24], в [25] влияние вязкости не учитывалось. Вязкость оказывает двойствен-
ное влияние на устойчивость стационарного движения жидкости в центрифугах [12]: в
основном она играет стабилизирующую роль, однако в некоторых случаях — дестабили-
зирующую. Дестабилизирующее влияние при определенных условиях может проявляться
при использовании неклассического граничного условия, учитывающего наличие на сво-
бодной поверхности малых частиц, имеющих массу [15].

Основные уравнения. Рассмотрим несжимаемую вязкую жидкость, образующую в
невозмущенном состоянии центрифугированный слой толщиной a− b на стенке бесконеч-
ного цилиндра с круговым сечением радиусом a, быстро вращающегося вокруг оси сим-
метрии с постоянной угловой скоростью Ω (рис. 1). Влиянием силы тяжести пренебрегаем,
полагая, что скорость вращения велика (Ω2a/g � 1). Введем связанную с твердым цилин-
дром вращающуюся цилиндрическую систему координат Orϕz с осью z, коллинеарной
вектору угловой скорости Ω. На свободной поверхности слоя легкие и мелкие флотирую-
щие частицы образуют тонкую пленку с плотностью вещества ρs = const в невозмущенном
состоянии.

Движение несжимаемой вязкой жидкости в выбранной системе координат описывается

уравнениями

∂v

∂t
+ (v∇)v = −1

ρ
∇

(
p− ρ

2
(Ω× r)2

)
+ 2v ×Ω + ν∇2v, ∇ · v = 0,

где r — радиус-вектор; p, ρ — давление и плотность жидкости; ν — кинематическая

вязкость.
Обозначим через h(t, ϕ, z) отклонение свободной поверхности жидкости от невозму-

щенного положения r = b при стационарном вращении жидкости как твердого тела. Тогда
уравнение возмущенной свободной поверхности принимает вид

F (t, r, ϕ, z) = r − b− h(t, ϕ, z) = 0,
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а кинематическое граничное условие — вид

∂h

∂t
= u− v

r

∂h

∂ϕ
− w

∂h

∂z

(u, v, w — радиальная, азимутальная и аксиальная компоненты вектора скорости v =
(u, v, w)т).

Динамическое граничное условие на свободной инерционной поверхности имеет

вид [15]

ρs√
q

(∂v
∂t

+ (v∇)v +
1

2
∇(Ω× r)2 − 2v ×Ω

)
|∇F | =

= (pa − p)∇F + 2µ(∇F · ∇)v + µ∇F × rot v,

где q = (1+2h/b− (h2
ϕ +h2)/b2)(1+h2

z)− (hϕhz)
2/b2 — детерминант метрического тензора;

hϕ = ∂h/∂ϕ; hz = ∂h/∂z; ∇F = (1,−r−1 ∂h/∂ϕ,−∂h/∂z); pa — давление в воздушной

полости.
Граничными условиями на твердой стенке r = a являются условия прилипания

v = 0. (1)

Линеаризуем уравнения и перейдем к безразмерным переменным r′ = r/a, z′ = z/a, t′ =
tΩ, δ = b/a, v′ = v/(Ωa), h′ = h/a, p′ = p/(ρΩ2a2), P = ρs/(ρa), E = ν/(Ωa2) (E —
число Экмана). После линеаризации и обезразмеривания уравнения движения и граничные
условия принимают вид

∂

∂t
v = ∇ · σ + 2v × nz, ∇ · v = 0; (2)

v = 0, r = 1; (3)

∂

∂t
h+ v · n = 0, n · σ = T , r = δ; (4)

σ = −pI + 2Ee, e =
1

2
(∇v + (∇v)т), nz =

Ω

|Ω|
, n =

∇F
|∇F |

,

T =
[
δh+ P

(
2h+

∂u

∂t
− 2v

)
, P

(
2u− ∂h

∂ϕ
+
∂v

∂t

)
, P

(
− δ

∂h

∂z
+
∂w

∂t

)]
(I — единичная матрица).

В случае невязкой жидкости граничные условия на инерционной поверхности значи-
тельно упрощаются:

P
(∂u
∂t
− 2v

)
= −p− (2P + δ)h,

∂h

∂t
− u = 0, r = δ. (5)

Азимутальные инерционные волны. Рассмотрим распространение инфинитези-
мальных азимутальных гармонических волн ∼ e−iτt+imϕ (τ = ω/Ω; ω — циклическая (раз-
мерная) частота) в центрифугированном слое вязкой однородной жидкости с инерционной
свободной поверхностью. Заметим, что c использованием соотношения h = iu/τ функцию
h(t, ϕ) можно исключить из граничных условий (4) на свободной поверхности r = δ.

Система уравнений (2), которую при рассмотрении азимутальных гармонических

волн можно записать в виде

−iτu− 2v = −∂p
∂r

+ E
(
∆u− 2im

r2
v − u

r2

)
,
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−iτv + 2u = −im
r
p+ E

(
∆v +

2im

r2
u− v

r2

)
, (6)

∆ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂ϕ2
,

допускает точное решение [7, 15]

ub =
(
iC1

H
(2)
m (κr)
r

+ iC2
H

(1)
m (κr)
r

)
e−iτt+imϕ,

vb =
[
C1

(
m−1κH(2)

m+1(κr)−
H

(2)
m (κr)
r

)
+

+ C2

(
m−1κH(1)

m+1(κr)−
H

(1)
m (κr)
r

)]
e−iτt+imϕ,

(7)

pb = −2m−1(C1H
(2)
m (κr) + C2H

(1)
m (κr)) e−iτt+imϕ

(κ =
√
−iτ/E, Im κ > 0). Решение (7) можно проверить прямой подстановкой. Заметим,

что система (6) сводится к обыкновенному дифференциальному уравнению для амплитуды
û(r) радиальной скорости u = û(r) e−iτt+imϕ:(

Er4
d4

dr4
+ 6Er3

d3

dr3
+ (−iτr4 − 2Em2r2 + 5Er2)

d2

dr2
+

+ (−3iτr3 − Er(2m2 + 1))
d

dr
− iτr2(1−m2) + E + Em2(m2 − 2)

)
û = 0, (8)

что упрощает эту проверку.
Решение (7) для малых значений числа Экмана E, характерных для роторных систем,

описывает пограничные слои на твердой стенке и на свободной поверхности, но не охва-
тывает крупномасштабное движение жидкости. Полное решение уравнения (8), очевидно,
описывает крупномасштабное движение, однако лучше найти решение другим способом.
Нетрудно показать, что в случае азимутальной волны крупномасштабное поле скоростей
удовлетворяет уравнению

rot vl = 0. (9)

Действительно, из выражения (9) получаем rot rot vl = 0, следовательно, решение уравне-
ния (9) удовлетворяет уравнениям (5), если выполняется условие

∇pl = −iτvl + 2[vl, ez]. (10)

Решение уравнения (9) будем искать в форме

vl = −rot (ψ(r) eimϕ ez) e−iτt,

решение векторного уравнения (9) сводим к скалярному уравнению для ψ(r)( d2

dr2
+

1

r

d

dr
− m2

r2

)
ψ = 0. (11)

Уравнение (11) имеет следующие решения:
— при m = 0

ψ = C3 ln r + C4; (12)

— при m 6= 0

ψ = −im−1(C3r
m + C4r

−m). (13)
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Решение (12) не представляет интереса, поскольку при осесимметричном волновом
движении не возникают силы и моменты сил, влияющие на устойчивость ротора, содер-
жащего жидкость. Из решения (13) нетрудно получить выражения для компонент поля
скоростей

ul = (C3r
m−1 + C4r

−m−1) e−iτt+imϕ, vl = (iC3r
m−1 − iC4r

−m−1) e−iτt+imϕ . (14)

Из условия (10) следует выражение для давления

pl = (im−1rm(2− τ)C3 + im−1r−m(2 + τ)C4) e−iτt+imϕ .

Полное решение является суперпозицией полученных решений:

v = vb + vl, p = pb + pl. (15)

Из соотношений (15), учитывая (7), (14) и опуская множитель e−iτt+imϕ, получаем выра-
жения для производных

∂u

∂r
= C1

i

r

((m− 1)H
(2)
m (κr)

r
− κH(2)

m+1(κr)
)

+

+ C2
i

r

((m− 1)H
(1)
m (κr)

r
− κH(1)

m+1(κr)
)

+ C3
m− 1

r2−m
− C4

m+ 1

rm+2
; (16)

∂v

∂r
= C1

i

mr2
(H

(2)
m (κr)(m2 −m− κ2r2)− κrH(2)

m+1(κr)) +

+ C2
i

mr2
(H

(1)
m (κr)(m2 −m− κ2r2)− κrH(1)

m+1(κr)) +

+ iC3(m− 1)rm−2 + iC4(m+ 1)r−m−2. (17)

Подставляя (15) в граничные условия (3), (4), из которых предварительно исключена
величина h, с использованием (7), (14) и выражения для производных ∂u/∂r, ∂v/∂r из
формул (16), (17) с помощью подстановки h = iu/τ и w = 0 находим

iC1H
(2)
m (κ) + iC2H

(1)
m (κ) + C3 + C4 = 0,

C1(m
−1κH(2)

m+1(κ)−H
(2)
m (κ)) + C2(m

−1κH(1)
m+1(κ)−H

(1)
m (κ)) + iC3 − iC4 = 0,

C1

[( 2

m
+

1

τ
− 2iE

m− 1

δ2
+ P

2τ−1 − τ − 2

δ

)
H

(2)
m (κδ)− 2κ

(
i
E

δ
− P

m

)
H

(2)
m+1(κδ)

]
+

+ C2

[( 2

m
+

1

τ
− 2iE

m− 1

δ2
+ P

2τ−1 − τ − 2

δ

)
H

(1)
m (κδ)− 2κ

(
i
E

δ
− P

m

)
H

(1)
m+1(κδ)

]
+

+ C3

[
i
τ2 − 2τ −m

τm
δm − 2E(m− 1)δm−2 + iP (τ + 2− 2τ−1)δm−1

]
+

+ C4

[
− i

τ2 + 2τ +m

τm
δ−m + 2E(m+ 1)δ−m−2 + iP (τ − 2− 2τ−1)δ−m−1

]
= 0,

C1

{[
E

κ2m−1δ2 − 2m+ 2

δ2
− iP

τ + 2 +mτ−1

δ

]
H

(2)
m (κδ)− κ

(2E

δ
− iPτ

)H(2)
m+1(κδ)
m

}
+

+ C2

{[
E

κ2m−1δ2 − 2m+ 2

δ2
− iP

τ + 2 +mτ−1

δ

]
H

(1)
m (κδ)− κ

(2E

δ
− iPτ

)H(2)
m+1(κδ)
m

}
+

+ C3

[2iE(m− 1)

δ
− P

(
τ + 2 +

m

τ

)]
δm−1 + C4

[2iE(m+ 1)

δ
+ P

(
τ + 2− m

τ

)]
δ−m−1 = 0.
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Таким образом, после подстановки решения в граничные условия получаем линей-
ную алгебраическую систему четырех уравнений относительно четырех неизвестных

C1, . . . , C4. Из равенства нулю определителя этой системы следует уравнение для опре-
деления безразмерных частот возбуждения азимутальных волн в зависимости от азиму-
тального волнового числа m и параметров δ, P , E (ввиду громоздкости это уравнение
опускается).

Рассмотрим случай, когда вязкость жидкости не учитывается. Из соотношений (6)
при E = 0 и уравнения несжимаемости получаем уравнение для радиальной компоненты
u азимутальной гармонической волны

r2
∂2u

∂r2
+ 3r

∂u

∂r
+ (1−m2)u = 0,

которое имеет решение

u = (C1r
m−1 + C2r

−m−1) e−iτt+imϕ . (18)

Азимутальная компонента v и давление p определяются через величину u:

v =
i

m

(
r
∂u

∂r
+ u

)
, p =

ir

m
(2u− iτv). (19)

Заметим, что найденное решение совпадает с крупномасштабной частью (13) решения
задачи об азимутальной волне в вязкой жидкости.

Используя (19), граничное условие для невязкой жидкости на инерционной поверхно-
сти (5) преобразуем к выражению, содержащему только радиальную компоненту u:

δ

m

( δ

m
τ − 2P

)∂u
∂r

+
[( 1

m2
τ +

2

m
+ τ−1

)
δ − P

(
τ +

2

m
− 2τ−1

)]
u = 0. (20)

После подстановки решения (18) в выражение (20) и в граничное условие на внутренней
поверхности цилиндра u

∣∣
r=1

= 0 из условия разрешимости получаем

τj = [(1 + δ2m)δ +m(1− δ2m)P ]−1
[
(1− δ2m)δ +m(1 + δ2m)P +

+ (−1)j
√

(m(1− δ4m) + (1− δ2m)2)δ2 + ((1− 4m−1)δ2m − 2)δ2m+1P
]
, j = 1, 2. (21)

В случае классического граничного условия на свободной поверхности невязкой жид-
кости (P = 0) выражение (21) принимает вид

τj =
1− δ2m + (−1)j

√
m(1− δ4m) + (1− δ2m)2

1 + δ2m
. (22)

На рис. 2 приведены зависимости τc от δ, полученные по формулам (21), (22) для
значений азимутального волнового числа m = 1, 5, 10. Видно, что влияние инерционной
поверхности увеличивается при увеличении азимутального волнового числа.

Устойчивость азимутальных волн. Умножим уравнение (2) на комплексно-

сопряженный вектор v∗ = v̂∗(r) eiτ∗t−imϕ, причем циклическую частоту τ = τr + iτi будем
полагать комплексной. Получаем

−iτvv∗ = (∇ · σ)v∗ + 2(v × nz)v
∗ (23)

(знак “∗” обозначает комплексное сопряжение и транспонирование для векторных вели-
чин). Преобразуем второй член в правой части уравнения (18) к виду

(∇ · σ)v∗ = ∇ · (σv∗)− 2E ee∗,
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Рис. 2. Зависимости частоты τc от параметра δ при различных значениях ази-
мутального волнового числа и параметра P :
1–3 — P = 0, 1′–3′ — P = 0,2; 1, 1′ — m = 1, 2, 2′ — m = 5, 3, 3′ — m = 10

где ee∗ = erre
∗
rr + erϕe

∗
rϕ + eϕϕe

∗
ϕϕ; err, erϕ, eϕϕ — компоненты тензора скоростей деформа-

ций e. Проинтегрируем (23) по площади сечения S, перпендикулярного цилиндрической
полости, занимаемой жидкостью:

−iτ
∫
S

vv∗ dS =

∫
S

(∇ · (σv∗)) dS − 2

∫
S

(v × v∗)nz dS − 2E

∫
S

ee∗ dS. (24)

Рассматриваемая площадь ограничена двумя кривыми: кривой, образованной свободной
поверхностью r = δ центрифугированного слоя, и внутренней окружностью жесткого ци-
линдра r = 1. Преобразуем первый интеграл в правой части (24) из интеграла по площади
в сумму двух интегралов по ограничивающим кривым. Интеграл по окружности r = 1 ра-
вен нулю в силу граничного условия прилипания (1). Интеграл по окружности r = δ не
равен нулю. Запишем (24) в виде

−iτ
∫
S

vv∗ dS =

∫
r=δ

σnev
∗δ dϕ− 2

∫
S

(v × v∗)nz dS − 2E

∫
S

ee∗ dS, (25)

где ne — единичный вектор внешней нормали (ne = −n на свободной поверхности).
Заметим, что второй член в правой части (25)∫

S

(v × v∗)nz dS =

∫
S

(uv∗ − vu∗) dS =

∫
S

(uv∗ − (uv∗)∗) dS

является чисто мнимой величиной.
Проведя простые преобразования, первое слагаемое в правой части (25) представим в

виде суммы трех интегралов∫
r=δ

σnev
∗δ dϕ = −i

∫
r=δ

[τ∗(δ + 2P )hh∗ − Pτvv∗]δ dϕ−

− 2P

∫
r=δ

[uv∗ − (uv∗)∗]δ dϕ+ iP

∫
r=δ

hmv∗δ dϕ. (26)
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Последний член в правой части (26) преобразуем к виду

iP

∫
r=δ

hmv∗δ dϕ = −2πPmδ
τ∗

|τ |2
uv∗

∣∣
r=δ

. (27)

После некоторых преобразований уравнения (26) с использованием (27) и выделения дей-
ствительной части получаем выражение

τi

[( ∫
S

vv∗ dS + 2πδ[(δ + 2P )h(δ)h∗(δ) + Pv(δ)v∗(δ)]
)

+ P
2πmδ

|τ |2
Im [u(δ)v∗(δ)]

]
=

= −2E

∫
S

ee∗ dS + τrP
2πmδ

|τ |2
Re [u(δ)v∗(δ)], (28)

где τr = Re (τ), τi = Im (τ) — действительная и мнимая части безразмерной частоты τ .
В случае использования классических граничных условий P = 0 уравнение (28) сво-

дится к соотношению

τi

{∫
S

vv∗ dS + 2πδ2h(δ)h∗(δ)
}

= −2E

∫
S

ee∗ dS. (29)

Правая часть уравнения (29) может принимать только отрицательные значения, а в левой
части все члены в фигурных скобках принимают только положительные значения, откуда
следует, что τi < 0. Это означает, что в случае справедливости исходных предположений
о малости силы тяжести по сравнению с центробежной силой Ω2a/g � 1 и пренебрежимо
малом влиянии поверхностного натяжения при отсутствии флотирующих частиц на сво-
бодной поверхности твердотельное вращение вязкой однородной несжимаемой жидкости

в цилиндрической полости ротора устойчиво при любых значениях параметров m, δ, E
относительно малых возмущений в плоскости, перпендикулярной оси вращения.

В случае жидкости с инерционной поверхностью уравнение (28) вследствие наличия
в нем членов, содержащих величины u(δ)v∗(δ), не позволяет столь же просто, как уравне-
ние (29), определить знак τi. Однако ниже показано, что это можно сделать, причем без
вычисления дисперсионных зависимостей τ = τ(m, δ,E, P ).

Ограничимся рассмотрением случая малых чисел Экмана (например, для приложе-
ний характерны значения E = 10−6 ÷ 10−4), которым соответствует большое значение
параметра завихренности κ при всех значениях τ , исключая очень малую окрестность

нуля. Заметим, что параметр P также является малым. Не учитывая очень тонкий цен-
трифугированный слой, в котором невозможно выделить пограничные слои вблизи стенки
и поверхности (они перекрываются или непосредственно продолжают друг друга), выра-
жение для радиальной скорости u на свободной поверхности можно записать в виде суммы
трех слагаемых

u(δ) =
3∑

j=1

ũj

∣∣
r=δ

, (30)

где ũ1 = iC2r
−1H

(1)
m (κr); ũ2 = C3r

m−1; ũ3 = C4r
−m−1; общий множитель e−iτt+imϕ

опущен. В формуле (30) пренебрегается членом, описывающим пограничный слой вбли-
зи стенки цилиндра, в силу его экспоненциально малого влияния на радиальную ско-
рость u(δ) на свободной поверхности. С использованием ũj (j = 1, 2, 3) и соотношения

H
(1)
m+1(κδ)/H

(1)
m (κδ) ≈ −i, справедливого при малых значениях E, запишем выражения

для v, ∂u/∂r, ∂v/∂r, p на свободной поверхности r = δ:
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v(δ) = iu(δ) +
3∑

j=1

αj ũj ,
∂u

∂r
=

3∑
j=1

βj ũj ,

∂v

∂r
= i(m− 1)δ−1u(δ) +

3∑
j=1

γj ũj , p(δ) =
3∑

j=1

ηj ũj ,

(31)

α1 = −m−1κδ, α2 = 0, α3 = −2i,

β1 = (m− 1)δ−1 + iκ, β2 = (m− 1)δ−1, β3 = (m+ 1)δ−1,

γ1 ≈ κ(2 +m−1)− im−1κ2δ, γ2 = 0, γ3 = −2imδ−1,

η1 = 2im−1δ, η2 = i(2− τ)δ, η3 = i(2 + τ)δ.

Подставляя (31) в граничные условия на свободной поверхности r = δ и в уравнение
несжимаемости, получаем

−
3∑

j=1

ηj ũj + 2E
3∑

j=1

βj ũj = iδτ−1u+ P
(
i(2τ−1 − τ − 2)u− 2

3∑
j=1

αj ũj

)
,

E
(
2i(m− 1)δ−1u+

3∑
j=1

(γj − αjδ
−1)ũj

)
= P

(
(2 +mτ−1 + τ)u− iτ

3∑
j=1

αj ũj

)
, (32)

3∑
j=1

(βj + imδ−1αj)ũj = (m− 1)δ−1u.

Рассматривая формулы (32) как систему уравнений относительно ũj (j = 1, 2, 3), можно
выразить ũj через u. Учитывая только старшие члены, выражения для ũj запишем в виде

ũ1 = −i[τ
2(3m+ 1)(m− 1)− 2τm(m− 2) + 6τ + (m− 1)2]δ2 + 2τm(m− 1)2

τ2δ2[2(m−mτ + 1)δ2 + im(m− 1)]
Eu+ o(E)u,

ũ2 =
(−1 + i)[(3m2 − 2m− 1)(m(τ − 2)δ2 + 2)− 2im(3m3 +m2 − 3m− 1)]

m
√

2τδ[2(m− τm+ 1)δ2 + im(m− 1)]
E3/2u+

+ o(E3/2)u, (33)

ũ3 =
−(m− 1)(τ2 − 2τ − 1)δ2

2τ [2(m− τm+ 1)δ2 + im(m− 1)]
u+ o(1)u.

Используя (33), азимутальную компоненту скорости v(δ) на свободной поверхности
можно выразить через u(δ):

v(δ) = i
(
1 +

(m− 1)(τ2 − 2τ − 1)δ2

τ [2(m− τm+ 1)δ2 + im(m− 1)]

)
u(δ) + o(1)u(δ)

и вычислить произведение u(δ)v∗(δ), входящее в формулу (28):

u(δ)v∗(δ) ≈ −i
(
1 +

(m− 1)(τ∗2 − 2τ∗ − 1)δ2

τ∗[2(m− τ∗m+ 1)δ2 − im(m− 1)]

)
u(δ)u∗(δ). (34)

Запишем выражение (34), выделив действительную и мнимую части:

u(δ)v∗(δ) ≈ 1

ζζ∗
{[ξ1(τr) + ξ2(τr, τi)] + i[ξ3(τr) + ξ4(τr, τi)]}u(δ)u∗(δ),
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где

ζ = τ∗[2(m− τ∗m+ 1)δ2 − im(m− 1)],

ξ1(τr) = m(m− 1)(τ3
r − 2τ2

r − τr)δ
2,

ξ2(τr) = (m− 1)δ2[2(m− 1)δ2τiτ
2
r +m(m− 1)τ2

i τr + 4mτiτr +

+ 2(m− 1)δ2τ3
i − 2m(m− 1)τ2

i − 2mδ2τi],

ξ3(τr) = −2δ4[m(m+ 1)τ4
r − (m2 + 6m+ 1)τ3

r + (m+ 4)(m+ 2)τ2
r +

+ 2−1m2(m− 1)2δ−4τ2
r − (m2 − 1)τr],

ξ4(τr) = −δ2[4m(m+ 1)τ2
i τ

2
r +m(3m2 − 2m− 1)τiτ

2
r − 2(m2 + 6m+ 1)δ2τ2

i τr +

+ 2m(m+ 1)δ2τ4
i −m(3m2 − 2m− 1)τ3

i − 2(m2 − 5m− 4)δ2τ2
i +

+m(m− 1)2(mδ−2τ2
i + τi)].

Как указывалось выше, течение вязкой жидкости является устойчивым при P = 0.
При увеличении P могут возникнуть условия для перехода от устойчивого течения, когда
все волновые возмущения затухают (τi < 0), к неустойчивому, когда некоторые возму-
щения могут увеличиваться (τi > 0). Переход от одного состояния к другому обусловлен
пересечением прямой τi = 0 на комплексной плоскости τ = τr + iτi. Для этого необходимо,
чтобы выполнялись следующие условия: ξ3 < 0 и последний член в левой части соотно-
шения (28) по абсолютной величине равен сумме первых трех либо τrξ1 > 0 и последний
член в правой части (28) по абсолютной величине равен первому члену.

Переменная ξ3 принимает отрицательные значения в интервале 0 < τr < τω(δ,m) (m 6=
1), где τω(δ,m) — корень уравнения ξ3(τr) = 0. Переменная τrξ1 принимает положительные
значения при τr < 1 −

√
2 и τr > 1 +

√
2 (m 6= 1). Таким образом, неустойчивость может

развиваться в диапазонах частот 0 < τr < τω(δ,m), τr < 1 −
√

2 и τr > 1 +
√

2, но
лишь для азимутальных мод при m > 2. Для инженерных приложений очень важно, что
в случае m = 1 азимутальная мода остается устойчивой при любом значении P . В потере
устойчивости самого ротора, частично заполненного вязкой жидкостью, основную роль

играет действующая на стенки ротора гидродинамическая сила, обусловленная первой
азимутальной модой m = 1 [2].

Заключение. В работе выведены уравнения, описывающие азимутальные волновые
движения вращающейся вязкой жидкости, частично заполняющей полый круговой цилин-
дрический ротор и в режиме стационарного вращения образующей центрифугированный

слой на внутренней поверхности. Получено и исследовано дисперсионное уравнение для
азимутальных волн во флотирующей жидкости без учета вязкости. Показано, что инер-
ционная свободная поверхность центрифугированного слоя вязкой жидкости может оказы-
вать дестабилизирующее влияние на моды с азимутальным волновым числом m > 2.
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