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Исследуется разрушение под действием внутреннего и внешнего давления замкнутого
толстостенного цилиндрического сосуда. Получены выражения для величины давле-
ния, при которой происходит разрушение (разрушающее давление), и эквивалентной
деформации на внутренней и внешней поверхностях сосуда. Исследовано влияние пла-
стической анизотропии, деформационного упрочнения и внешнего давления на вели-
чину разрушающего давления. Установлено, что в случае замкнутого толстостенного
цилиндрического сосуда разрушающее давление зависит от пластической анизотропии
и внешнего давления. Соответствующая эквивалентная деформация зависит от пласти-
ческой анизотропии, а именно от показателя степени в законе деформационного упроч-
нения материала, а также от отношения внутреннего радиуса сосуда к его внешнему
радиусу.
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Введение. Цилиндрические сосуды широко используются в нефтехимической про-
мышленности, самолето- и кораблестроении и т. д. Поскольку цилиндрические сосуды
применяются для хранения и транспортировки воды, нефти и газа, обеспечению их без-
опасной эксплуатации уделяется большое внимание [1–5]. Известно, что контактирование
сосудов с агрессивной средой может привести к их разрушению. Для того чтобы обес-
печить сохранность сосудов высокого давления, необходимо оценить величину давления,
при которой может произойти их разрушение (разрушающее давление). С использованием
критерия текучести Мизеса и теории пластической неустойчивости в работе [6] вычислено
разрушающее давление для толстостенного цилиндрического сосуда высокого давления.
В [7] получено аналитическое решение задачи о разрушении находящегося под действием
осевой нагрузки, крутящего момента, внутреннего и внешнего давления толстостенного
цилиндра, изготовленного из упрочняющегося материала, удовлетворяющего критерию
текучести Мизеса. В работе [8] для случая тонкостенного цилиндрического сосуда по-
лучено аналитическое выражение для максимального давления, при котором возникает
пластическая неустойчивость. С использованием критериев текучести Треска и Мизеса
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в [9] получены выражения для разрушающего давления в случае неповрежденных (не со-
держащих дефекты) трубок. Установлено, что значение давления, найденное с помощью
критерия Мизеса для сосудов, изготовленных из мягкой стали, является верхней оцен-
кой разрушающего давления для толстостенного цилиндрического сосуда. В работе [10]
получено аналитическое решение упругопластической задачи о деформировании толсто-
стенной цилиндрической оболочки под действием внутреннего давления. Предполагалось,
что материал оболочки обладает линейным деформационным упрочнением. В [11] при
определении разрушающего давления для неповрежденных трубок использовался крите-
рий текучести осредненных напряжений сдвига. В работе [12] получено решение задачи
о разрушении тонкостенных неповрежденных труб, торцы которых закрыты крышками.
В [13] предложена модель разрушения труб с использованием весового критерия текучести
и с учетом конечных деформаций.

Следует отметить, что материал цилиндрических сосудов может обладать пластиче-
ской анизотропией, появившейся на стадии их изготовления. В [14] определено разрушаю-
щее давление для длинной тонкостенной бездефектной трубы, материал которой обладает
пластической анизотропией.

В данной работе с использованием теории пластичности Хилла [15], учитывающей ор-
тогональную анизотропию материала, получено выражение для разрушающего давления
в случае толстостенного цилиндрического сосуда, находящегося по действием внутреннего
и внешнего давления.

1. Зависимость напряжений от деформаций. Рассматривается цилиндрический
сосуд, находящийся под действием внутреннего давления P и внешнего давления αP
(0 6 α < 1). Торцы цилиндрического сосуда закрыты крышками. Внутренний и внешний
радиусы цилиндра обозначены через Rin и Rout соответственно. Предполагается, что ма-
териал, из которого изготовлен сосуд, обладает пластической анизотропией. Зависимость
напряжения от деформации описывается соотношением [6]

σ = Kεn, (1)

где σ, ε — эквивалентные напряжение и деформация соответственно; K — коэффициент

жесткости; n — степень деформационного упрочнения. Параметры n и K определяются

через номинальные напряжения и инженерную деформацию c использованием эксперимен-
тальной кривой напряжение — деформация.

Зависимость напряжения от деформации, полученная в экспериментах на одноосное
растяжение, обычно записывается с использованием деформации ε и напряжения σ, кото-
рые в предположении, что деформирование происходит без изменения объема, определя-
ются следующим образом:

ε = ln (1 + ε′); (2)

σ = σ′(1 + ε′) (3)

(ε′ — инженерная деформация; σ′ — номинальное напряжение).
2. Анализ процесса разрушения сосуда. В соответствии с теорией пластичности

Хилла для материалов с ортогональной анизотропией [15] выражение для эквивалентного
напряжения в случае цилиндрической оболочки записывается в виде

σ =

√
3

2

(F (σθ − σr)
2 + G(σr − σa)

2 + H(σa − σθ)
2

F + G + H

)1/2
, (4)

где σa, σθ, σr — осевое, окружное и радиальное главные напряжения соответственно; F ,
G, H — параметры анизотропии.
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В предположении пропорционального нагружения выражение для эквивалентной де-
формации имеет вид

ε =

√
2

3
(F + G + H)1/2

(F (Gεθ −Hεr)
2 + G(Hεr − Fεa)

2 + H(Fεa −Gεθ)
2

(FG + GH + HF )2

)1/2
, (5)

где εa, εθ, εr — осевая, окружная и радиальная главные деформации соответственно.
Введя параметры

ra = H/G, rθ = H/F, (6)

соотношения (4), (5) запишем следующим образом:

σ =

√
3

2

(ra(σθ − σr)
2 + rθ(σr − σa)

2 + rarθ(σa − σθ)
2

ra + rθ + rarθ

)1/2
; (7)

ε =

√
2

3

(ra + rθ + rarθ

rarθ

)1/2(rθ(εθ − raεr)
2 + ra(rθεr − εa)

2 + (raεa − rθεθ)
2

(1 + ra + rθ)2

)1/2
. (8)

С учетом осевой симметрии задачи и конечных деформаций уравнение равновесия в

цилиндрических координатах имеет вид

(r + u)
dσr

d (r + u)
= σθ − σr, (9)

где r, u, r+u — начальный радиус точки, ее смещение и текущий радиус соответственно.
В случае конечных смещений радиальная и окружная деформации вычисляются по

формулам

εr = ln
(
1 +

du

dr

)
; (10)

εθ = ln
(
1 +

u

r

)
. (11)

Из (10), (11) следует

(r + u)
dεθ

d (r + u)
= 1− eεθ−εr . (12)

Во многих экспериментах, проводимых с замкнутыми цилиндрическими сосудами,
замечено, что вблизи торцов осевая деформация εa очень мала, поэтому ею можно прене-
бречь [16]. Тогда из условия несжимаемости материала следует [4]

εr = −εθ; (13)

σa = (σr + σθ)/2. (14)

Из уравнений (7), (14) получаем

σ = λ(σθ − σr), (15)

где

λ =

√
3

8

4rarθ + ra + rθ

rarθ + ra + rθ
.

Подставляя εa = 0 и εr = −εθ в уравнение (8), имеем

ε = βεθ, (16)
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где

β =

√
2

3

(rarθ + ra + rθ)(ra + 1)

(1 + ra + rθ)ra
.

Вводя безразмерную переменную

x = (r + u)/Rin (17)

и подставляя (13), (17) в уравнение (12), получаем

x
dεθ

dx
= 1− e2εθ . (18)

Проинтегрировав уравнение (18), находим окружную деформацию εθ:

εθ =
1

2
ln

( x2

x2 + C1

)
(19)

(C1 — произвольная константа). Из уравнения (11) получаем выражение для окружной
деформации на внутренней поверхности сосуда

εθ in = ln xin, (20)

где

xin =
Rin + uin

Rin
,

uin — смещение точки на внутренней поверхности r = Rin. Из (19), (20) находим

εθ =
1

2
ln

( x2

x2 − x2
in + 1

)
. (21)

Подставляя (21) в (16), получаем выражение для эквивалентной деформации ε:

ε =
β

2
ln

( x2

x2 − x2
in + 1

)
. (22)

Для определения давления, при котором имеет место пластическая неустойчивость,
используем условие несжимаемости материала. Поскольку осевой деформацией можно пре-
небречь, а следовательно, длина сосуда в осевом направлении не меняется, условие, что
объем материала сосуда до потери устойчивости и после ее потери один и тот же, сводит-
ся к условию равенства площадей поперечного сечения сосуда до потери устойчивости и

после ее потери:

π[(Rout + uout)
2 − (Rin + uin)2] = π(R2

out −R2
in). (23)

Здесь uout — радиальное смещение на внешней поверхности сосуда r = Rout.
В безразмерных переменных условие (23) принимает вид

x2
out − x2

in = κ2 − 1, (24)

где

xout =
Rout + uout

Rin
, κ =

Rout

Rin
.
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Из (21), (24) следуют выражения для эквивалентной деформации на внутренней r =
Rin и внешней r = Rout поверхностях:

εin = β ln xin; (25)

εout =
β

2
ln

(
1− 1− e2εin/β

κ2

)
. (26)

Из (9), (12), (13), (15), (16) следует

dσr

dε
=

σ

λβ(1− e2ε/β)
. (27)

Проинтегрировав уравнение (27) с учетом уравнения (1) и краевых условий σr =
−P , ε = εin на внутренней поверхности и σr = −αP , ε = εout на внешней поверхности,
получаем

P =
K

1− α

εout∫
εin

εn

λβ(1− e2ε/β)
dε. (28)

Параметр K в уравнении (28) вычисляется по формуле [6]

K =
σu

nn
=

( e

n

)n
σ′u,

где σu, σ′u — истинный и номинальный пределы прочности при растяжении соответствен-
но; e — основание натурального логарифма. Таким образом, уравнение (28) записывается
в виде

P =
1

1− α

( e

n

)n
σ′u

εout∫
εin

εn

λβ(1− e2ε/β)
dε. (29)

Давление, при котором происходит разрушение сосуда высокого давления, обычно
определяется как предельная нагрузка или максимальная несущая способность сосуда вы-
сокого давления. В точке неустойчивости внутреннее давление P достигает максималь-
ного значения. Из уравнения (26) следует, что деформация εout является функцией εin,
из уравнения (29) следует, что давление P также является функцией εin. Таким образом,
в точке пластической неустойчивости ∂P/∂εin = 0. Из этого уравнения с использованием
пакетаMathematica можно определить эквивалентную деформацию на внутренней поверх-
ности εin в момент разрушения. Подставив эти значения в уравнение (29) и проинтегри-
ровав полученное уравнение, определим давление Pb, при котором происходит разрушение
(пластическая неустойчивость).

3. Обсуждение результатов. В случае отсутствия пластической анизотропии (ra =
rθ = 1) и внешнего давления (α = 0) из (29) следует выражение для внутреннего давления
в случае изотропного материала, удовлетворяющего критерию текучести Мизеса [4]:

P =
( e

n

)n
σ′u

εout∫
εin

εn

1− e
√

3 ε
dε.

Из соотношений (25), (26) следует, что эквивалентные деформации на внутренней и
внешней поверхностях сосуда не зависят от внешнего давления. При ra = rθ = 1 выраже-
ния для эквивалентных деформаций совпадают с выражениями, полученными в [4]:

εin =
2√
3

ln xin, εout =
1√
3

ln
(
1− 1− e

√
3 εin

κ2

)
.
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 1. Зависимости разрушающего давления от параметра α при n = 0,2,
κ = 1,2 и различных значениях параметра анизотропии ra:
1 — ra = 0,5, 2 — ra = 1,0, 3 — ra = 1,5

Рис. 2. Зависимости разрушающего давления от параметра α при n = 0,2,
κ = 1,2 и различных значениях параметра анизотропии rθ:
1 — rθ = 0,5, 2 — rθ = 1,0, 3 — rθ = 1,5

На рис. 1, 2 приведены зависимости безразмерного разрушающего давления от парамет-
ра α при κ = 1,2, n = 0,2 и различных значениях параметров анизотропии ra и rθ. Раз-
рушающее давление увеличивается с увеличением внешнего давления, но уменьшается
с увеличением параметров анизотропии ra, rθ. Зависимости эквивалентной деформации
на внутренней и внешней поверхностях сосуда от параметров анизотропии приведены на

рис. 3. Эквивалентные деформации как на внутренней, так и на внешней поверхности
сосуда уменьшаются с увеличением параметра ra и увеличиваются с увеличением пара-
метра rθ.

На рис. 4 представлена зависимость разрушающего давления для толстостенного ци-
линдрического сосуда от показателя степени n в законе упрочнения материала. Видно,
что разрушающее давление уменьшается с увеличением показателя степени n. На рис. 5
показана зависимость эквивалентной деформации на внутренней и внешней поверхностях

толстостенного цилиндрического сосуда от показателя степени n в законе упрочнения. Как
на внутренней, так и на внешней поверхности эквивалентная деформация увеличивается
с увеличением показателя n.

На рис. 6 приведена зависимость разрушающего давления от отношения внешнего
радиуса сосуда к внутреннему κ. Видно, что разрушающее давление увеличивается с уве-
личением параметра κ. На рис. 7 представлены зависимости эквивалентной деформации
на внутренней и внешней поверхностях сосуда при разрушении от отношения внешнего

радиуса сосуда к внутреннему κ. С увеличением параметра κ эквивалентная деформация
на внутренней поверхности увеличивается, а на внешней уменьшается.

Заключение. В работе исследован процесс разрушения под действием внутреннего
и внешнего давления замкнутого толстостенного цилиндрического сосуда при различных

параметрах задачи. С использованием теории пластичности Хилла для материалов с ор-
тогональной анизотропией получено аналитическое выражение для разрушающего давле-
ния. Вычислена эквивалентная деформация на внутренней и внешней поверхностях сосуда.
Результаты исследования представлены в виде графиков зависимостей разрушающего дав-
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Рис. 3. Зависимости эквивалентной деформации на внутренней (а) и внеш-
ней (б) поверхностях сосуда от параметра анизотропии ra при κ = 1,2, n = 0,2:
1 — rθ = 0,5, 2 — rθ = 1,0, 3 — rθ = 1,5
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Рис. 4. Зависимость разрушающего давления для толстостенного цилиндриче-
ского сосуда от показателя степени n в законе упрочнения при ra = 1,0, rθ = 0,5,
κ = 1,2, α = 0,5

Рис. 5. Зависимости эквивалентной деформации на внутренней (1) и внеш-
ней (2) поверхностях сосуда от показателя степени n в законе упрочнения при
ra = 1,0, rθ = 0,5, κ = 1,2
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Рис. 6. Зависимость разрушающего давления от отношения внешнего радиуса
сосуда к внутреннему при ra = 1,0, rθ = 0,5, n = 0,2, α = 0,5

Рис. 7. Зависимости эквивалентной деформации на внутренней (1) и внеш-
ней (2) поверхностях сосуда от отношения внешнего радиуса сосуда к внутрен-
нему при ra = 1,0, rθ = 0,5, n = 0,2

ления от показателя степени в законе упрочнения материала сосуда и отношения внешнего

радиуса к внутреннему.
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