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Изучена нелинейная задача определения контактных давлений и зоны контакта под по-
дошвой узкого кольцевого штампа. На основе метода сращиваемых асимптотических
разложений построена асимптотическая модель одностороннего контакта вдоль линии.
В явном виде выписаны асимптотические представления для плотности погонных дав-
лений. Найдена асимптотика дуги контакта.

1. Постановка задачи и обсуждение. Пусть Γ — окружность радиуса R, парамет-
ризованная полярным углом θ (см. рисунок). Обозначим через h и ε = h/R полуширину и
относительную полуширину кольца Γ(ε), срединной линией которого является Γ. Вектор
перемещений u = (u1, u2, u3) точек упругого полупространства под действием кольцевого
штампа с основанием Γ(ε) удовлетворяет задаче

µ∆xu(ε;x) + (λ+ µ) grad divu(ε;x) = 0, x3 < 0; (1.1)

σ31(u;x) = σ32(u;x) = 0, x3 = 0; (1.2)

σ33(u;x) = 0, x3 = 0, (x1, x2) /∈ Γ(ε); (1.3)

u3(ε;x) 6 −δ0 − β2x1, σ33(u;x) 6 0,
(1.4)

[u3(ε;x) + δ0 + β2x1]σ33(u;x) = 0, x3 = 0, (x1, x2) ∈ Γ(ε);

u(ε;x) = o(1), |x| = (x2
1 + x2

2 + x2
3)1/2 →∞. (1.5)

Здесь ∆x — оператор Лапласа; λ, µ — параметры Ламе; σ3j(u) — компоненты тензо-
ра напряжений; δ0, β2 — заданные поступательное смещение и угол поворота штампа

Работа выполнена при финансовой поддержке Международной ассоциации по содействию сотрудни-
честву с учеными из независимых государств бывшего Советского Союза (INTAS-96-0876).



И. И. Аргатов, С. А. Назаров 185

относительно оси Ox2. Выражая нормальную составляющую вектора перемещений в гра-
ничной точке через поверхностные давления p и используя общепринятые обозначения
для модуля Юнга E и коэффициента Пуассона ν, условия одностороннего контакта (1.4)
запишем в виде

p(x1, x2) > 0⇒
∫∫
Γ(ε)

p(ξ1, ξ2)√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2

dξ1 dξ2 =
πE

1− ν2
(δ0 + β2x1),

p(x1, x2) = 0⇒
∫∫
Γ(ε)

p(ξ1, ξ2)√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2

dξ1 dξ2 >
πE

1− ν2
(δ0 + β2x1), (1.6)

p(x1, x2) > 0, (x1, x2) ∈ Γ(ε).

zAME^ANIE 1. Из соотношений (1.6) следует, что контакт не может осуществлять-
ся в точках (x1, x2) ∈ Γ(ε), в которых поверхность штампа располагается выше уровня
невозмущенной границы упругого основания.

Поставленная в рамках линейной теории упругости задача (1.1)–(1.5) нелинейна. Вви-
ду того что в процессе нагружения штампа расчетная схема конструкции изменяется (по-
являются новые связи или разрушаются старые), нелинейность такого рода принято на-
зывать конструкционной. Математическое исследование подобных задач проводилось с
привлечением аппарата теории вариационных неравенств (см., например, [1, 2]). Мето-
ды качественного исследования разработаны в [3]. Численные алгоритмы предлагались

в [1, 2, 4]. Задачи оптимального управления изучались в [5]. В работе [6] в задачах меха-
ники трещин выводилось неравенство, аналогичное рассматриваемому в данной работе, и
на его основе формулировались критерии разрушения.

Специфика рассматриваемой задачи заключается в необходимости указать располо-
жение границы смены типа краевых условий в (1.4). Искомая зона контакта представляет
собой узкую подобласть кольца Γ(ε), которая при уменьшении ε стягивается к некоторой
дуге окружности Γ. В данном случае будем говорить о контакте вдоль линии [7]. Поэтап-
ный процесс уточнения сведений о том, где на Γ(ε) осуществляется контакт штампа с
поверхностью упругого основания, назван вариацией зоны контакта [8].

Ниже описываются асимптотические конструкции, на основе которых строится при-
ближенное решение задачи (1.1)–(1.5). Впервые они применялись в работах [7, 9, 10]. Ме-
тод сращиваемых разложений, используемый в п. 3, подробно изложен в [11]. Цель данной
работы состоит в получении компактных формул, подходящих для расчетов. В [8] изу-
чена аналогичная задача для оператора Лапласа и дано обоснование асимптотического

решения. Предположение об отсутствии трения позволяет применить представление Пап-
ковича — Найбера и использовать результаты [8] для решения рассматриваемой задачи.

2. Внешнее асимптотическое представление. Обозначим через T решение зада-
чи Буссинеска о воздействии на границу упругого полупространства x3 6 0 единичной
сосредоточенной силы, приложенной в начале координат и направленной противоположно
оси Ox3. Вектор смещения точек полупространства под влиянием нагрузки, распределен-
ной вдоль контура Γ с некоторой погонной плотностью P , выражается интегралом

v(P ;x) =

π∫
−π

P (τ)T (x1 −R cos τ, x2 −R sin τ, x3)Rdτ. (2.1)

Вектор-функция (2.1) служит приближением к решению u в области, удаленной
от Γ(ε), если интерпретировать P как интенсивность контактных давлений, рассчитанных
на единицу длины дуги срединной линии подошвы штампа.
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В окрестности Γ перейдем к криволинейной ортогональной системе координат

(θ, y1, y2) (см. рисунок), связанных с декартовыми формулами

x1 = (R− y1) cos θ, x2 = (R− y1) sin θ, x3 = y2. (2.2)

Декартовы компоненты вектора перемещений, вызванных единичной силой, приложенной
на Γ в точке с угловой координатой τ , записываются в виде

T1(θ,y; τ) = −R(cos θ − cos τ)− y1 cos θ

4πµRy(θ, τ)

( y2

Ry(θ, τ)2
+

1− 2ν

Ry(θ, τ)− y2

)
,

T2(θ,y; τ) = −R(sin θ − sin τ)− y1 sin θ

4πµRy(θ, τ)

( y2

Ry(θ, τ)2
+

1− 2ν

Ry(θ, τ)− y2

)
,

4πµT3(θ,y; τ) = − 1

Ry(θ, τ)

( y2
2

Ry(θ, τ)2
+ 2(1− ν)

)
,

Ry(θ, τ)2 = 4R2(1 +R−1y1) sin2[(θ − τ)/2] + |y|2, |y| = (y2
1 + y2

2)1/2.

Введем в рассмотрение проекции вектора (2.1) на координатные орты t(θ), e1(θ), e2 (см.
рисунок):

Vt(P ; θ,y) =

π∫
−π

P (τ)[−T1(θ,y; τ) sin θ + T2(θ,y; τ) cos θ]Rdτ,

V1(P ; θ,y) =

π∫
−π

P (τ)[−T1(θ,y; τ) cos θ − T2(θ,y; τ) sin θ]Rdτ, (2.3)

V2(P ; θ,y) =

π∫
−π

P (τ)T3(θ,y; τ)Rdτ.

Считаем, что функция P непрерывна и имеет кусочно-непрерывную производную с

разрывами первого рода (в дальнейшем эти условия соблюдаются). Используя методы
асимптотического анализа [6, 7, 9, 10] интегралов типа (2.3), при |y| → 0 получим пред-
ставления

4πµVt(P ; θ,y) = (1− 2ν) v.p.

θ+π∫
θ−π

P (τ)
cos[(τ − θ)/2]

sin[(τ − θ)/2]
dτ + . . . ,

4πµV1(P ; θ,y) = −2y1y2

|y|2
P (θ)+2(1−2ν) sign (y1)

(
arctg

|y2|
|y1|
− π

2

)
P (θ)+

1− 2ν

2R
Q+ . . . , (2.4)

4πµV2(P ; θ,y) = 4(1− ν)
[
P (θ) ln

|y|
8R
− (JP )(θ)

]
− 2y2

2

|y|2
P (θ) + . . . .

Здесь v.p. — главное значение интеграла в смысле Коши; Q — равнодействующая систе-
мы нагрузок, прижимающих штамп к поверхности упругого основания; J — интегральный

оператор;

(JP )(θ) =
1

2

π∫
−π

P (τ)− P (θ)

2| sin[(τ − θ)/2]|
dτ, Q =

+π∫
−π

P (τ)Rdτ. (2.5)
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Обсуждение оценок отброшенных членов в соотношениях (2.4) выходит за рамки ста-
тьи; отметим только, что они во многом зависят от дифференциальных свойств плотно-
сти P [8–10].

3. Внутреннее асимптотическое представление. В окрестности подошвы штам-
па перейдем к локальной системе координат (θ, y1, y2), осуществляя замену (2.2) в со-
отношениях (1.1)–(1.4), записанных в цилиндрических координатах. Введем “быстрые”
переменные

η = (η1, η2) = ε−1(y1, y2).

Удерживая в полученных соотношениях только старшие (относительно параметра ε) сла-
гаемые, сформируем в полуплоскости η2 6 0 задачу для внутреннего асимптотического
представления решения исходной задачи:

w(θ,η) = wt(θ,η)t(θ) +W1(θ,η)e1(θ) +W2(θ,η)e2. (3.1)

В силу векторного уравнения (1.1) имеем соотношения

µ∆ηW1(θ,η) + (λ+ µ)[∂2
1W1(θ,η) + ∂1∂2W2(θ,η)] = 0,

(3.2)
µ∆ηW2(θ,η) + (λ+ µ)[∂1∂2W1(θ,η) + ∂2

2W2(θ,η)] = 0;

µ∆ηwt(θ,η) = 0, η2 < 0, (3.3)

где ∆η — двумерный оператор Лапласа; ∂i = ∂/∂ηi. Из уравнения (1.2) следуют краевые
условия

µ∂2wt(θ,η) = 0, η2 = 0; (3.4)

τ12(W ;η) ≡ µ(∂1W2(θ,η) + ∂2W1(θ,η)) = 0, η2 = 0. (3.5)

Формула (1.3) заменяется следующей:

τ22(W ;η) ≡ λ∂1W1(θ,η) + (λ+ 2µ)∂2W2(θ,η) = 0, η2 = 0, R < |η1|. (3.6)

Условия одностороннего контакта (1.4) преобразуются в соотношения

W2(θ,η) 6 −δ0 − β2R cos θ, τ22(W ;η) 6 0,
(3.7)

[W2(θ,η) + δ0 + β2R cos θ]τ22(W ;η) = 0, η2 = 0, −R < η1 < R.

В рамках метода сращиваемых разложений формулы (3.2)–(3.7) необходимо дополнить
требованиями, характеризующими поведение решения w на бесконечности. Процедура
сращивания внутреннего (3.1) и внешнего (2.1) асимптотических представлений подра-
зумевает совпадение главных членов асимптотик величин v(P ; θ,y) и w(θ,η) при |y| → 0

и |η| = (η2
1 + η2

2)1/2 → ∞ соответственно. Таким образом, согласно (2.4) при |η| → ∞
имеем

4πµwt(θ,η) = (1− 2ν) v.p.

θ+π∫
θ−π

P (τ)
cos[(τ − θ)/2]

sin[(τ − θ)/2]
dτ + o(1); (3.8)

4πµW1(θ,η) = −2η1η2

|η|2
P (θ)+2(1−2ν) sign (η1)

(
arctg

|η2|
|η1|
− π

2

)
P (θ)+

1− 2ν

2R
Q+o(1),

(3.9)
4πµW2(θ,η) = 4(1− ν)

[
P (θ)

(
ln
|η|
R
− ln

8R

h

)
− (JP )(θ)

]
− 2η2

2

|η|2
P (θ) + o(1).

Нетрудно видеть, что задача (3.2)–(3.9) для “плоского” пограничного слоя распа-
дается на две: задачу двумерной теории упругости, включающую соотношения (3.2),
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(3.5)–(3.7), (3.9), и задачу об “антиплоском” сдвиге (3.3), (3.4), (3.8), причем зависимость
от “медленной” угловой координаты θ параметрическая.

Функция wt, характеризующая проскальзывание границы полупространства в каса-
тельном направлении, задается формулой

wt(θ) =
(1− 2ν)(1 + ν)

2πE
v.p.

θ+π∫
θ−π

P (τ)
cos[(τ − θ)/2]

sin [(τ − θ)/2]
dτ.

Определим вектор W = (W1,W2). Поскольку соотношения (3.2), (3.5)–(3.7), (3.9) описы-
вают плоскую контактную задачу для штампа с прямолинейным горизонтальным осно-
ванием, то возможны две ситуации: всюду на отрезке |η1| 6 R реализуются либо условия
контакта W2(θ, η1, 0) = −δ0 − β2R cos θ, либо условия отсутствия напряжений.

Перемещения точек упругой полуплоскости выражаются через комплексный потен-
циал ϕ по формуле Колосова — Мусхелишвили [12]

2µ(W1(η) + iW2(η)) = æϕ(η) + ϕ(η̄)− (η − η̄)Φ(η). (3.10)

Здесь η = η1 + iη2; Φ(η) = ϕ′(η); æ = 3 − 4ν; черта означает комплексное сопряжение,

штрих — дифференцирование по η. Если штамп нагружен единичной силой, то Φ̂1(η) =

(2π)−1(R2 − η2)−1/2 [12] и

ϕ̂1(η) = − 1

2πi
ln
( η
R

+

√
η2

R2
− 1

)
+ c. (3.11)

Положив в (3.11) c = −[4(æ+1)]−1(æ−1), по формуле (3.10) можно построить комплексную

функцию, удовлетворяющую (3.1), (3.5), (3.6), а также условию Ŵ2(η) = 0 при |η1| < R,
η2 = 0. Кроме того, при |η| → ∞ верны следующие формулы:

4πµŴ1(η) = −2η1η2

|η|2
+ 2(1− 2ν) sign (η1)

(
arctg

|η2|
|η1|
− π

2

)
+O(|η|−1),

4πµŴ2(η) = 4(1− ν) ln
2|η|
R
− 2η2

2

|η|2
+O(|η|−1).

Согласно построению функции

W1(θ,η) = P (θ)Ŵ1(η) +
(1− 2ν)(1 + ν)

4πER
Q; (3.12)

W2(θ,η) = P (θ)Ŵ2(η)− 2(1− ν2)

πE

[
P (θ) ln

16R

h
+ (JP )(θ)

]
(3.13)

полностью удовлетворяют соотношениям (3.2), (3.5), (3.6), (3.9). Закон распределения кон-
тактного давления в главном имеет вид

p(θ, y1) =
P (θ)

π
√
h2 − y2

1

. (3.14)

Возможность выполнения ограничения (3.7) для W1, W2 изучается ниже.
4. Результирующее вариационное неравенство и главный член логарифми-

ческой асимптотики его решения. Пусть P (θ) > 0. Тогда в силу (3.14) во втором
соотношении (3.7) реализуется знак строгого неравенства, а в первом — знак равенства.
Поэтому согласно (3.13)

P (θ) > 0 ⇒ P (θ) ln
16R

h
+

1

2

π∫
−π

P (τ)− P (θ)

2| sin [(τ − θ)/2]|
dτ =

πE

2(1− ν2)
(δ0 + β2R cos θ). (4.1)
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Если P (θ) = 0, то функции (3.12), (3.14) не зависят от “быстрых” переменных и

P (θ) = 0 ⇒ 1

2

π∫
−π

P (τ)

2| sin [(τ − θ)/2]|
dτ >

πE

2(1− ν2)
(δ0 + β2R cos θ). (4.2)

Наконец, ситуация P (θ) < 0 невозможна как противоречащая второму условию (3.7), т. е.
возникает требование

P (θ) > 0, θ ∈ (−π, π]. (4.3)

Функция P определяется из соотношений (4.1)–(4.3) и включает все допущения в конструк-
циях внешнего и внутреннего асимптотических представлений решения исходной задачи.

Для упрощения записи используем обозначения

Λ = ln
16R

h
, γ(θ) =

2(1− ν2)

πER
P (θ), ϕ(θ) =

δ0

R
+ β2 cos θ. (4.4)

Следуя общей схеме построения вариационных неравенств (см., например, [1]), соберем
формулы (4.1)–(4.3) в единую задачу для искомой плотности γ. Умножим равенство в (4.1)
и неравенство в (4.2) на произвольную гладкую неотрицательную функцию σ и проинте-
грируем по Γ. С учетом (4.4) имеем

Λ(γ, σ) + (Jγ, σ) > (ϕ, σ), (γ, σ) =

π∫
−π

γ(τ)σ(τ) dτ. (4.5)

Повторим процедуру с σ = γ. В силу (4.1), (4.2) находим

Λ(γ, γ) + (Jγ, γ) = (ϕ, γ). (4.6)

Вычитая (4.5) из (4.6), получим формулу

Λ(γ, γ − σ) + (Jγ, γ − σ) 6 (ϕ, γ − σ) ∀σ > 0. (4.7)

Результирующее вариационное неравенство формулируется как задача нахождения

неотрицательной функции γ, удовлетворяющей соотношению (4.7) при произвольной глад-
кой неотрицательной функции σ. Отметим, что решение задачи (4.7), обладающее неко-
торой гладкостью (если оно существует), удовлетворяет (4.1)–(4.3); вывод этих формул
из (4.7) подчиняется общей схеме [1].

zAME^ANIE 2. В силу определенных свойств оператора J [8] вопрос о разрешимо-
сти задачи (4.7) остается открытым. Однако для построения асимптотики решения зада-
чи (1.1)–(1.5) достаточно асимптотического решения (4.7).

Задача (4.7) содержит большой параметр. Пренебрегая в левой части (4.7) вторым
слагаемым, получаем

Λ(γ1, γ1 − σ) 6 (ϕ, γ1 − σ) ∀σ > 0. (4.8)

Пусть γ1 — решение вариационного неравенства (4.8). Подставив в (4.8) в качестве
пробной функции σ = γ1+σ1 с произвольной σ1 > 0, выводим неравенство (Λγ1−ϕ, σ1) > 0
∀σ1 > 0. Следовательно,

Λγ1(θ)− ϕ(θ) > 0, θ ∈ (−π, π]. (4.9)

Положим в (4.8) сначала σ = 0, а затем σ = 2γ1. Получим

(Λγ1(θ)− ϕ(θ))γ1(θ) = 0, θ ∈ (−π, π]. (4.10)
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Используя обозначения (4.4), перепишем (4.9), (4.10) в альтернативной форме и добавим
требование неотрицательности искомой плотности:

P1(θ) > 0⇒ P1(θ) ln
16R

h
=

πE

2(1− ν2)
(δ0 + β2R cos θ); (4.11)

P1(θ) = 0⇒ δ0 + β2R cos θ 6 0; (4.12)

P1(θ) > 0, θ ∈ (−π, π]. (4.13)

Пусть (t)+ = (t+ |t|)/2. Тогда функция P1, удовлетворяющая (4.11)–(4.13), а следова-
тельно, являющаяся решением задачи (4.8), имеет вид

P1(θ) =
πE

2(1− ν2)

1

ln (16R/h)
(δ0 + β2R cos θ)+. (4.14)

Соотношения (4.11)–(4.13) формализуют задачу одностороннего контакта для упругого
основания Винклера.

5. Вариация зоны контакта. Конкретизируя исходную задачу, примем β2 > 0,
−1 6 −δ0/(β2R) < 1. В этом случае P1(θ) > 0, если угол θ по модулю ограничен величиной

Θ1 = arccos [−δ0/(β2R)]. (5.1)

Известен итерационный метод решения контактных задач, реализация которого на
каждом шаге состоит в решении задачи с фиксированной зоной контакта. Переход к оче-
редному шагу осуществляется удалением из расчетной области точек, в которых получе-
ны отрицательные значения контактных давлений. При этом необходимо, чтобы в начале
процесса предполагаемая область контакта охватывала истинную. В [8] показано, что ис-
комая узкая зона контакта оказывается в определенном смысле малым возмущением дуги

θ ∈ (−Θ1,Θ1). Следует ожидать, что формула (4.14) дает оценку сверху (см. замечание 1)
и уточнение первого приближения приведет к уменьшению величины (5.1).

Положим γn(θ) ≡ 0 при θ /∈ (−Θn−1,Θn−1). Согласно (2.5) имеем

(Jγn)(θ) =
1

2

Θn−1∫
−Θn−1

γn(τ)− γn(θ)

2| sin[(τ − θ)/2]|
dτ −

− γn(θ)

2

( −Θn−1∫
−π

1

2| sin [(τ − θ)/2]|
dτ +

π∫
Θn−1

1

2| sin [(τ − θ)/2]|
dτ

)
.

Вычисляя последние интегралы и подставляя результат в (4.8), для θ ∈ (−Θn−1,Θn−1)
получаем

γn(θ)
(

ln
16

ε
+

1

2
ln
[

tg
Θn−1 + θ

4
tg

Θn−1 − θ
4

])
+

1

2

Θn−1∫
−Θn−1

γn(τ)− γn(θ)

2| sin [(τ − θ)/2]|
dτ = ϕ(θ). (5.2)

Решение уравнения (5.2) запишем в форме ряда

γn(θ) ∼ Λ−1γ1
n(θ) + Λ−2γ2

n(θ) + . . . , γ1
n(θ) = ϕ(θ),

(5.3)

γ2
n(θ) = −1

2
ϕ(θ) ln

[
tg

Θn−1 + θ

4
tg

Θn−1 − θ
4

]
− 1

2

Θn−1∫
−Θn−1

ϕ(τ)− ϕ(θ)

2| sin [(τ − θ)/2]|
dτ.
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Ограничиваясь двумя членами разложения (5.3), находим второе, уточняющее (4.11), при-
ближение к решению задачи (4.1)–(4.3)

P2(θ) =
πE

2(1− ν2)

1

Λ

(
δ0 + β2R cos θ +

β2R

Λ

[
cos θ − cos

Θ1

2
cos

θ

2

]
−

− δ0 + β2R cos θ

2Λ
ln
[

tg
Θ1 + θ

4
tg

Θ1 − θ
4

])
+
. (5.4)

Плотности распределения погонных давлений (5.4) соответствует дуга контакта θ ∈
(−Θ2,Θ2), причем равенство Θ2 = Θ1 − Λ−1S1 обеспечивает ту же точность, что и в
(5.4). Отбрасывая величины O(Λ−2 ln Λ), выводим следующее трансцендентное уравнение
вариации зоны контакта:

S1

[
1− 1

2Λ
ln
(S1

4Λ
tg

Θ1

2

)]
=

1

2
tg

Θ1

2
.

Асимптотика его решения имеет вид S1 = (1/2) tg (Θ1/2) + O(Λ−1 ln Λ) (пренебрегаем
вычитаемым в квадратных скобках). Данная формула становится неверной при значени-
ях Θ1, близких к π, т. е. не позволяет описать начало отрыва штампа от основания.

Если Θ0
1 = π, что соответствует δ0 = β2R, то уравнение (5.2) совпадает с (4.1) и

имеет решение в замкнутой форме [10]. Удерживая, как и ранее, в его логарифмической
асимптотике только два первых члена, имеем

P 0
2 (θ) =

πE

2(1− ν2)

β2R

Λ

(
1 + cos θ +

2

Λ
cos θ

)
+
.

Раствор угла дуги контакта находится из уравнения Λ(1 + cos Θ0
2) + 2 cos Θ0

2 = 0. Его

решение выражается в конечном виде и обладает асимптотикойΘ0
2 = π−2Λ−1/2+O(Λ−3/2).

Заключение. Полученные формулы следует понимать именно в асимптотическом

смысле: они тем точнее, чем меньше параметры ε и Λ−1 (Λ = ln(16/ε)). Напряженно-
деформированное состояние упругого тела в окрестности концевых зон контакта трех-
мерно и, очевидно, не описывается “плоской” зависимостью (3.14). При определении кон-
тактных давлений на этих участках можно применять численные методы, объединив их с
асимптотическим. Используя найденные конструкции, асимптотику зоны контакта нельзя
определить с точностью, сравнимой с полушириной штампа h = εR. Только возникнове-
ние в результирующей задаче новой масштабной единицы Λ−1R позволило исследовать

вопрос о вариации дуги контакта.
Укажем некоторые возможные пути обобщения предлагаемой одномерной модели од-

ностороннего контакта. Замена упругого основания на слой конечной толщины незначи-
тельно усложняет модель. Задачу для штампа переменной толщины с “волнистым” осно-
ванием и отличной от круговой срединной линией можно рассматривать, привлекая ре-
зультаты из [6, 8, 10].
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