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С использованием прямоугольной и полярной систем координат исследованы баротроп-
ные геострофические течения. Показано, что для анализа геострофических течений с ра-
диальной симметрией использование полярной системы координат предпочтительнее.
Получены соотношения между гидродинамическими характеристиками, в том числе
выражения составляющих скорости частиц жидкости и завихренности через давление.
Установлено, что в случае стационарных баротропных течений изобаты совпадают с
линиями тока. Рассмотрены стационарные радиально-симметричные геострофические
течения.
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Введение. Теория вихревого движения создана в середине XIX в. В. Гельмгольцем [1].
Позднее У. Томсон сформулировал и доказал теорему о равенстве интегральной интенсив-
ности вихревого движения и циркуляции скорости по замкнутому контуру, окружающему
область вихревого движения [2–4]. Исследованию точечных (дискретных) вихрей посвя-
щено множество работ (см., например, [5–10]).

Одним из важнейших видов вихревых движений являются геострофические течения,
возникновение которых обусловлено наличием силы Кориолиса, связанной с вращением
Земли. Геострофические течения оказывают значительное влияние на погоду, поэтому
представляют интерес для геофизиков и синоптиков, что приводит к необходимости со-
вершенствования теории геострофических течений.

В настоящей работе получены соотношения между гидродинамическими характери-
стиками, в том числе соотношение между скоростью частиц жидкости и давлением.

Для радиально-симметричных геострофических течений выполнен расчет интеграль-
ной интенсивности (по формуле Гельмгольца). В качестве примера рассмотрено геостро-
фическое течение с локализованной завихренностью.

Уравнения стационарного баротропного геострофического течения в де-
картовой и полярной системах координат. Уравнения стационарного баротропного
геострофического течения в декартовой системе координат имеют вид

−ρfv∗ + px = 0, ρfu∗ + py = 0, (1)
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где ρ — плотность жидкости, полагаемая постоянной; f — параметр Кориолиса; u∗, v∗ —
составляющие скорости частиц жидкости вдоль осей абсцисс и ординат (зональная и ме-
ридиональная компоненты скорости); p — давление.

Для вывода уравнений стационарного баротропного геострофического течения в по-
лярной системе координат используем уравнения системы (1), выражения составляющих
скорости частиц жидкости вдоль осей абсцисс и ординат через радиальную и тангенци-
альную составляющие скорости, а также выражения для производных rx, ry, ϕx, ϕy.

Ограничимся преобразованием левой части первого уравнения системы (1), поскольку
преобразование левой части второго уравнения (1) аналогично.

Систему уравнений стационарного баротропного геострофического течения в поляр-
ной системе координат получаем следующим образом:

u∗ = cosϕ u− sinϕ v, v∗ = sinϕ u+ cosϕ v, ϕx = −r−1 sinϕ, ϕy = r−1 cosϕ,

px = prrx + pϕϕx = cosϕ pr − r−1 sinϕ pϕ, py = prry + pϕϕy = sinϕ pr + r−1 cosϕ pϕ.

Преобразуя левые части уравнений (1), получаем равенства

−ρfv∗ + px = − sinϕ ρfu− cosϕ ρfv + cosϕ pr − r−1 sinϕ pϕ,

ρfu∗ + py = cosϕ ρfu− sinϕ ρfv + sinϕ pr + r−1 cosϕ pϕ.

Используя равенства для левых частей уравнений (1)

cosϕ (−ρfv∗ + px) + sinϕ (ρfu∗ + py) = −ρfv + pr,

− sinϕ (−ρfv∗ + px) + cosϕ (ρfu∗ + py) = ρfu+ r−1pϕ,

получаем систему уравнений стационарного баротропного геострофического течения в по-
лярной системе координат в окончательном виде:

−ρfv + pr = 0, ρfu+ r−1pϕ = 0. (2)

Далее рассмотрим радиально-симметричные геострофические течения, в которых ра-
диальная скорость течения равна нулю, а тангенциальная скорость зависит только от
расстояния до центральной точки течения (u = 0, v = v(r)).

Из системы уравнений (2) следует, что для радиально-симметричных течений давле-
ние также зависит только от расстояния до центральной точки течения (p = p(r)).

Второе уравнение системы (2) в случае радиально-симметричных течений вырожда-
ется. Следовательно, в этом случае система уравнений стационарного баротропного гео-
строфического течения в полярной системе координат сводится к единственному уравне-
нию

−ρfv(r) + p′(r) = 0. (3)

Завихренность в полярной системе координат. Преобразуем выражение для

завихренности ω двумерных течений в прямоугольной системе координат

ω = u∗y − v∗x

к выражению для завихренности в полярной системе координат. При использовании стан-
дартной методики замены независимых переменных получаем

ω = u∗y − v∗x = (cosϕ u− sinϕ v)y − (sinϕ u+ cosϕ v)x = (uϕ − (rv)r)/r.

Таким образом, выражение для завихренности стационарного геострофического течения
в полярной системе координат имеет вид

ω = (uϕ − (rv)r)/r.
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В случае радиально-симметричного течения жидкости выражение для завихренности
принимает вид

ω = ω(r) = −(rv)′/r. (4)

Связь давления и функции тока. Соотношение, связывающее давление и функцию
тока, несложно получить, выразив составляющие скорости через функцию тока:

u = ψϕ/r, v = −ψr. (5)

Из (2), (5) следуют уравнения

pr = −ρfψr, pϕ = −ρfψϕ. (6)

Интегрируя систему (6), получаем соотношение, связывающее давление и функцию тока,
в виде

p = −ρfψ. (7)

Из равенства (7) следует

Утверждение 1. В стационарных баротропных геострофических течениях изобары
совпадают с линиями тока.

Стационарные радиально-симметричные геострофические течения. В ста-
ционарных радиально-симметричных геострофических течениях частицы жидкости дви-
жутся по концентрическим окружностям, радиальная составляющая скорости равна нулю
(u = 0), тангенциальная компонента скорости, давление и функция тока зависят толь-
ко от расстояния до центральной точки семейства круговых движений геострофического

течения: v = v(r), p = p(r).
Большую роль играет соотношение (3), связывающее давление p = p(r) и тангенци-

альную составляющую скорости v(r). Его следствием является

Утверждение 2. В Северном и Южном полушариях циклон является областью
пониженного давления, антициклон — областью повышенного давления.
Доказательство. Поскольку в Северном полушарии параметр Кориолиса положи-

телен (f > 0), из соотношения (3) следует, что знаки тангенциальной составляющей ско-
рости и производной давления совпадают. Так как в Северном полушарии в циклоне тан-
генциальная составляющая скорости положительна, то давление увеличивается в направ-
лении от ядра циклона к его периферии. Это означает, что циклон является областью
пониженного давления.

В Южном полушарии параметр Кориолиса отрицателен (f < 0), поэтому из соот-
ношения (3) следует, что знаки тангенциальной составляющей скорости и производной
давления противоположны. Так как в Южном полушарии в циклоне тангенциальная со-
ставляющая скорости отрицательна, давление увеличивается в направлении от ядра цик-
лона к его периферии. Это означает, что циклон в Южном полушарии, как и в Северном,
является областью пониженного давления.

Замечание 1. В случае циклона преобладает пасмурная погода с сильными ветра-
ми, поскольку понижение давления сопровождается уменьшением температуры (в соот-
ветствии с уравнением состояния газа Клапейрона — Менделеева).

Замечание 2. Замечание 1 справедливо только для умеренных широт, где эффект
Кориолиса значителен. В экваториальной области этот эффект ослабляется и большое

значение приобретает бета-эффект, обусловленный увеличением градиента параметра Ко-
риолиса. Поэтому в экваториальной зоне отсутствуют циклон и антициклон, а ветрами
являются слабые пассаты.
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Интегральная интенсивность вихревых течений. Основной характеристикой
геострофических и других вихревых течений является интегральная интенсивность [1].
Согласно работе [1] в случае вихревого движения, быстро замедляющегося на бесконечно-
сти, интегральная интенсивность определяется по формуле

k = 2π

+∞∫
0

rω(r) dr,

которая используется для расчета интегральной интенсивности одного семейства двумер-
ных вихрей.

Дельтообразная последовательность функций. Рассмотрим геострофические те-
чения, создаваемые локализованным двумерным вихрем и двумерным точечным вихрем.
Для этого используем специальную дельтообразную последовательность.

Определение понятия дельтообразной последовательности дается в общем случае

для пространства Rn, затем конкретизируется для двумерных радиально-симметричных
функций.
Определение 1. Семейство гладких функций {δa(x), x ∈ Rn, 0 6 a < +∞} называ-

ется дельтообразной последовательностью, если выполняются три условия:

lim
a→+∞

δa(0) = +∞, lim
a→+∞

δa(x) = 0, x 6= 0, lim
a→+∞

+∞∫
−∞

δa(x) dx = 1.

Из определения 1 следует
Утверждение 3. Для каждой дельтообразной последовательности {δa(x), x ∈ Rn,

0 6 a < +∞} справедливо предельное равенство

lim
a→+∞

δa(x) = δ(x)

(δ(x) — дельта-функция Дирака).
Замечание 3. Определение 1 для двумерного случая эквивалентно следующему опре-

делению.
Определение 2. Семейство гладких функций {δa(r), 0 6 r < +∞, 0 6 a < +∞}

называется дельтообразной последовательностью двумерных радиально-симметричных
функций, если выполняются три условия:

lim
a→+∞

δa(0) = +∞, lim
a→+∞

δa(r) = 0, r > 0, 2π lim
a→+∞

+ω∫
0

rδa(r) dr = 1.

Приведем пример дельтообразной последовательности двумерных радиально-
симметричных функций.

Утверждение 4. Семейство гладких функций

δa(r) =
(n− 1)a2(n−1)

π(r2 + a2)n
, n > 1, 0 6 r < +∞, 0 6 a < +∞ (8)

является дельтообразной последовательностью двумерных радиально-симметричных
функций.

Для того чтобы доказать утверждение 4, нужно проверить выполнение для семейства
функций (8) трех условий, указанных в определении 2.
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Геострофическое течение, создаваемое локализованным двумерным вих-
рем. Рассмотрим семейство стационарных радиально-симметричных геострофических те-
чений, в которых распределение завихренности имеет вид

ω(r) = kδa(r) (9)

(δa(r) — дельтообразная последовательность, для которой справедливо выражение (8)).
Используя выражение (9) для завихренности ω = ω(r) и соотношение (4), связываю-

щее завихренность и тангенциальную составляющую скорости, получаем выражение для
тангенциальной составляющей скорости рассматриваемого геострофического течения:

v(r) =
ka2(n−1)

2πr(r2 + a2)n−1
, n > 1, 0 6 r < +∞, 0 6 a < +∞. (10)

Из выражения (10) следует, что тангенциальная компонента скорости является положи-
тельной. Следовательно, рассматриваемое геострофическое течение представляет собой
циклон. Как и предполагалось, скорость в центре циклона бесконечна.

Для того чтобы получить выражения для распределения давления p = p(r) в рассмат-
риваемом геострофическом течении, используем соотношение −ρfv(r)+p′(r) = 0, а также
выражение (10).

Ограничимся расчетом для двух случаев (n = 2, 3). В результате для давления полу-
чаем выражения

p(r) =
kρf

4π
ln

r2

r2 + a2
, n = 2,

p(r) =
kρf

4π

(
ln

r2

r2 + a2
+ ln

a2

r2 + a2

)
, n = 3,

которые показывают, что в обоих случаях с увеличением расстояния r давление, обуслов-
ленное распределением завихренности (9), увеличивается от −∞ до нуля. Следовательно,
в этих случаях геострофическое течение является циклоном.

Геострофическое течение, создаваемое двумерным точечным вихрем. Рас-
смотрим случай, когда в выражении (9) a → 0. В соответствии с формулами (8)–(10)
в этом случае для завихренности справедливо выражение

ω(r) = kδ(x, y), (11)

где δ(x, y) — дельта-функция Дирака. Это означает, что вихрь, порождающий рассмат-
риваемое геострофическое течение, стягивается в точку.

Получим значения тангенциальной составляющей скорости и распределение давления

в геострофическом течении с завихренностью, описываемой (11).
Уравнения завихренности и несжимаемости в декартовой системе координат прини-

мают вид

u∗x + v∗y = 0, u∗y − v∗x = kδ(x, y).

Следствием этих уравнений являются уравнения для горизонтальной и вертикальной со-
ставляющих скорости частиц жидкости:

u∗xx + u∗yy = kδy(x, y), v∗xx + v∗yy = −kδx(x, y).
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Используя фундаментальную функцию двумерного оператора Лапласа [11, 12]

E(r) = −(2π)−1 ln r,

получаем выражения для составляющих вдоль осей x и y скорости геострофического те-
чения, порожденного двумерным точечным вихрем:

u∗ = kEy(r) = −ky/(2πr), v∗ = −kEx(r) = kx/(2πr). (12)

Из формул (12) получаем выражение для тангенциальной составляющей скорости геостро-
фического течения

v = k/(2πr). (13)

Это известное выражение можно также получить из теоремы Томсона о равенстве инте-
гральной интенсивности вихря и циркуляции скорости по контуру, окружающему вихре-
вую область [2–4].

Таким образом, теория обобщенных функций подтверждает правильность выраже-
ния (13) для тангенциальной составляющей скорости геострофического течения.

Из выражения (13) и соотношения (3) для радиально-симметричного течения получа-
ем распределение давления в рассматриваемом геострофическом течении:

p =
kρf

2πr
ln
r

a
. (14)

Из соотношения (14) следует, что при r = 0÷+∞ давление монотонно увеличивается

от −∞ до +∞.
Заключение. В работе показано, что теория геострофических течений связана с тео-

рией двумерных точечных вихрей. Это можно использовать для развития теории гео-
строфических течений, порожденных двумерными точечными вихрями, путем анализа

динамики систем этих вихрей и их взаимодействия, а также поведения давления в гео-
строфических течениях. В стандартной теории двумерных точечных вихрей формулы для
давления отсутствуют.

Развить теорию геострофических течений можно также, исследуя порожденное точеч-
ным вихрем течение вблизи морских берегов [13] с использованием распределения давле-
ния.
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