
Физика горения и взрыва, 2021, т. 57, N-◦ 3 3

УДК 532.529+541.126

МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ
В СЛАБОЗАПЫЛЕННЫХ И НАСЫЩЕННЫХ ГАЗОВЗВЕСЯХ (ОБЗОР)

Т. А. Хмель

Институт теоретической и прикладной механики им. С. А. Христиановича СО РАН, 630090 Новосибирск
khmel@itam.nsc.ru

Представлен обзор работ, посвященных математическому и численному моделированию ударно-
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ВВЕДЕНИЕ

Производство и использование порошков
(частиц металлов или частиц органического
происхождения) сопряжено с опасностью раз-
вития неконтролируемых взрывных процессов,
приводящих к катастрофическим последстви-
ям. Проблемы прогнозирования и предотвра-
щения таких явлений, а также сопутствую-
щие проблемы уменьшения их вредного воз-
действия на людей и окружающую среду тре-
буют всестороннего анализа ударно-волновых
и детонационных процессов в дисперсных сре-
дах [1]. Наряду с экспериментальными мето-
дами исследования, широко применяются ме-
тоды теоретического анализа и численного мо-
делирования. Для описания дисперсных сред,
как правило, используются подходы механи-
ки взаимопроникающих континуумов, основы
которых изложены в работах Х. А. Рахмату-
лина, Р. И. Нигматулина и ряда других ав-
торов [2–7]. При умеренных загрузках частиц
допустимо приближение слабозапыленной сре-
ды. Обзоры работ, связанных с моделирова-
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нием ударно-волновых процессов в таких сре-
дах, приведены в [8] (применительно к про-
блемам смесеобразования) и в [9] (где обсуж-
даются численные технологии расчетов дина-
мических процессов в газовзвесях). При опи-
сании насыщенных дисперсных сред учитыва-
ются как объем, занятый частицами (измене-
ния трубки тока в потоке газа), так и меж-
гранулярное давление, обусловленное сжимае-
мостью, нарушением структуры твердого ма-
териала или множественными столкновениями
частиц между собой. В настоящее время одним
из основных направлений в области развития
моделей механики насыщенных газовзвесей яв-
ляется применение кинетической теории грану-
лированных материалов. Обзор соответствую-
щих подходов механики двухфазных грануляр-
ных сред представлен в [10], где изложена физи-
чески обоснованная модель, позволяющая опи-
сывать динамику смеси в широком диапазоне
загрузки частиц от разреженной взвеси до по-
чти плотной упаковки. В общем случае система
уравнений не является консервативной, что за-
трудняет анализ ударно-волновых структур и
применение консервативных разностных схем.
Поэтому в настоящем обзоре некоторое вни-
мание уделяется вопросам характеристическо-



4 Физика горения и взрыва, 2021, т. 57, N-◦ 3

го анализа моделей и теоретического анализа
ударно-волновых структур (условия на скач-
ках, классификация ударных волн и комбини-
рованных разрывов). Одной из ключевых про-
блем моделирования является адекватный вы-
бор замыкающих соотношений для уравнений
состояния, а также межфазные взаимодействия
(соотношения для описания процессов скорост-
ной и тепловой релаксации фаз). Также в об-
зоре перечислены основные численные техно-
логии расчетов и некоторые результаты моде-
лирования ударно-волновых и детонационных
течений газовзвесей.

1. МОДЕЛИ МЕХАНИКИ СПЛОШНЫХ СРЕД
ДЛЯ ОПИСАНИЯ ДИНАМИКИ ГАЗОВЗВЕСЕЙ

1.1. Модели слабозапыленной среды

Для описания дискретной фазы при моде-
лировании динамики газовзвесей применяют-
ся два основных подхода — эйлеров и лагран-
жев. При умеренных массовых загрузках ча-
стиц их объемная концентрация в смеси с га-
зом пренебрежимо мала. В этом случае систе-
ма уравнений Эйлера, вытекающая из законов
сохранения массы, импульса и энергии, приво-
дится к консервативной форме. Давление в фа-
зе частиц не присутствует, поэтому совмест-
ная система является вырожденной гиперболи-
ческой. Основные уравнения модели в двухско-
ростном, односкоростном двухтемпературном,
а также равновесном по скоростям и темпера-
турам приближениях, их качественный анализ
и обзор численных методов решения приведены
в [9].

Равновесные по скоростям и/или темпера-
турам приближения используются и в настоя-
щее время для решения различных задач. На-
пример, в [11] получены обобщенные аналити-
ческие решения для равновесного одномерного
адиабатического потока за взрывной ударной
волной, в [12] при моделировании взрыва дис-
кретная фаза представлена как «эффективный
газ».

Для описания ударно-волновых процессов
в гетерогенных средах с химическими превра-
щениями, где условия воспламенения и ско-
рости протекания реакций существенно зави-
сят от температуры фаз, привлекаются модели
с учетом всех процессов релаксации (скорост-
ной, температурной и химической). В неравно-
весной постановке процессы горения и перехо-

да в детонацию в газообразных горючих сме-
сях с взвешенными инертными твердыми мик-
рочастицами моделировались в [13, 14]. Осо-
бое внимание в этих работах уделено вопро-
сам поглощения и излучения тепла частицами
и влиянию этих процессов на воспламенение
и распространение пламени. В [15, 16] в рам-
ках двухфазного подхода рассматривались за-
дачи для плотного пылевого слоя. В [15] иссле-
довались процессы диспергирования под воз-
действием проходящей ударной волны, в [16]
моделировалось распространение квазидетона-
ционного режима в слое угольной пыли с уче-
том воспламенения и горения частиц. Здесь
ограниченность модели слабозапыленной сре-
ды компенсировалась введением полуэмпири-
ческих законов подъема частиц из слоя за счет
столкновительных эффектов [15] или сил Маг-
нуса [16]. В [17] исследовалась дифракция удар-
ной волны на клине в газовзвеси мелких ча-
стиц, показано отсутствие автомодельности те-
чения, в отличие от аналогичной задачи для
газа.

Модели слабозапыленной среды широко
используются при исследовании детонации га-
зовзесей, так как объемная концентрация ча-
стиц мала даже в формирующихся за ударны-
ми волнами ρ-слоях [18]. Неравновесная модель,
приведенная в [9], использовалась для анализа
двумерных детонационных течений микродис-
персных взвесей частиц алюминия в кислороде
в [19–21]. В [22] модель расширена на наномет-
ровый диапазон размеров частиц. Двумерные
течения ячеистой детонации в газовзвесях суб-
микронных и наноразмерных частиц алюми-
ния моделировались в [23, 24], где установлено,
в частности, увеличение степени нерегулярно-
сти поперечных волн и формирующихся ячеек с
уменьшением размера частиц. В [25] представ-
лен обзор моделей для описания процессов го-
рения и детонации в микро- и нанодисперсных
взвесях частиц алюминия, где внимание уделе-
но как моделям горения частиц, так и описанию
релаксационных процессов в нанодисперсных
взвесях. Моделирование ударно-волновых и де-
тонационных процессов в газовзвесях в рам-
ках модели слабозапыленной среды проводи-
лось также в работах [26–34]. В [26, 27] числен-
но исследовалась детонация криогенной смеси
(газообразный водород — капли жидкого кис-
лорода) в плоском канале. Обсуждаются дина-
мика формирования и особенности структуры
двумерной зоны реакции детонационной вол-
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ны. Смоделирована ячеистая структура дето-
нации. В [28] анализировалось влияние добав-
ки частиц магния на детонационные характе-
ристики смесей метан— кислород — азот. По-
казано, что при достаточно мелких частицах
и правильном выборе их массовой концентра-
ции можно достичь увеличения скорости дето-
нации реакционной смеси. В [29] впервые смо-
делирована детальная структура течений яче-
истой детонации в газовзвесях частиц алюми-
ния, включая зоны срыва и реинициирования
детонации в поперечных волнах. В [30–32] чис-
ленно моделировались задачи инициирования
и распространения детонации в кислородных
и воздушных взвесях частиц алюминия в рам-
ках одномерных [30], двумерных [30, 31] и трех-
мерных [32] расчетов. Исследованы различные
аспекты проблемы. В [30] получены зависимо-
сти размеров детонационных ячеек от диамет-
ра частиц при фиксированной массовой кон-
центрации. В [31] обсуждалось влияние выбора
модели горения на результаты моделирования
ячеистой детонации в воздушных взвесях алю-
миния, установлена корреляция между разме-
ром ячейки и зоной индукции воспламенения.
В [32] получены трехмерные структуры спино-
вой детонации в круглой трубе с одной, дву-
мя и несколькими поперечными волнами. Рас-
четная ширина ячейки согласуется с результа-
тами двумерного моделирования. Установлено,
что на поперечное движение газа и частиц рас-
ходуется мало энергии, поэтому скорость спи-
новой детонации обычно хорошо согласуется
с идеальными значениями Чепмена — Жуге
(за исключением очень узких труб, где потери
значительны). В [33] исследовалось горение ча-
стиц алюминия в продуктах взрыва централь-
ного заряда. Обсуждались вопросы выбора мо-
дели воспламенения частиц. Результаты по ря-
ду параметров согласуются с данными экспе-
риментов, однако расходятся по степени выго-
рания горючего. Указано, что это может быть
связано с нестационарными кинетическими эф-
фектами, не включенными в модель. В [34]
представлены результаты двумерных расчетов
детонации в газовзвесях частиц алюминия суб-
микронного и нанометрового диапазонов. Об-
суждалось влияние загрузки частиц и их раз-
мера на скорость детонации. Зависимости раз-
мера ячейки от диаметра частиц в нанометро-
вом, субмикронном и микрометровом диапазо-
нах существенно различны, что связано с изме-
нением закона горения частиц при переходе от

микрометровых к субмикронным и нанометро-
вым. Проведено сравнение расчетных размеров
ячеек с результатами различных авторов и экс-
периментальными данными.

Вопросам взаимодействия газовой детона-
ции с облаками реагирующих или инертных
частиц посвящены исследования [35–40]. В [35]
представлена модель приведенной кинетики и
расчеты трехмерных течений детонации в сме-
сях водород — кислород — азот в присутствии
твердых частиц вольфрама или графита. Про-
ведено сравнение с данными экспериментов по
горению двухфазного потока с частицами пы-
ли.Модель применима для анализа аварийных
ситуаций в термоядерном реакторе, где воз-
можно последовательное развитие детонации.

В [36–38] исследовались вопросы подав-
ления гетерогенной детонации в кислородных
взвесях частиц алюминия облаками инертных
частиц. В [36] показано изменение детонацион-
ной структуры волны и ее скорости. В [37, 38]
проанализировано влияние различных пара-
метров на процесс подавления, в частности
влияние дисперсного состава и неоднородного
распределения частиц в облаке.

В [39] исследовано затухание ударной
волны, порожденной детонацией стехиометри-
ческой водородокислородной смеси, в облаке
инертных частиц. Отмечено, что важным па-
раметром подавления является время воздей-
ствия. В [40] исследовано влияние плотности
инертных частиц, их диаметра и концентрации
на срыв детонации в смеси водород — кисло-
род — азот.

Эйлерово-лагранжев подход с описанием
дискретной фазы как системы точек со сво-
ими траекториями движения часто применя-
ется в задачах диспергирования, воспламене-
ния и горения слоев частиц. В [41] рассмот-
рена проблема моделирования взаимодействия
ударной волны с частицами вблизи стенки ка-
нала. Авторы отмечают достоинства эйлерово-
лагранжевой модели при учете вращения ча-
стиц и их столкновений между собой и со стен-
ками, но указывают на большие вычислитель-
ные затраты. Поскольку в уравнениях для газа
не учитывается теплообмен между газом и ча-
стицами, модель [41] неприменима для анализа
сильных ударных волн и детонации. В [42] ис-
следовалось влияние полидисперсности частиц
при учете их столкновений на процесс подъ-
ема пыли из слоя под действием ударной вол-
ны. Получено уменьшение времени подъема по-
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лидисперсного слоя по сравнению с монодис-
персным. В [43] численное моделирование пы-
левой фазы проводилось по обеим моделям (Эй-
лера и Лагранжа). Отмечается, что результа-
ты расчетов по модели Эйлера (без учета объ-
ема частиц, трения и столкновений) плохо кор-
релируют с экспериментальными наблюдения-
ми. В модели Лагранжа из-за больших вычис-
лительных затрат задача была сильно упроще-
на, что не позволило провести сопоставление
с экспериментом. Указано, что модель Эйле-
ра может быть применена при моделировании
крупномасштабных пылевых потоков, а модель
Лагранжа полезна для детального анализа мел-
комасштабных эффектов с учетом столкнове-
ний частиц в непосредственной близости от
слоя. В [44] моделировалось распределение ор-
ганической пыли в бункере во время осевого за-
полнения с целью оценки вероятности взрыва.
Получено хорошее согласие с известными экс-
периментальными данными. В [45] исследова-
лась задача о подъеме и воспламенении уголь-
ной пыли под воздействием ударной волны.
Определены нижний предел концентрации для
вторичного взрыва и верхний и нижний преде-
лы скорости распространения инициирующей
взрывной волны. В [46] моделировалась ячеи-
стая детонация в монодисперсных и полидис-
персных воздушных взвесях частиц алюминия
с использованием эйлеровой модели газовой ди-
намики и дискретной модели движения частиц.
При совместном решении уравнений для газа
и частиц учитывались как силовое взаимодей-
ствие, так и теплообмен фаз.

1.2. Модели с учетом объема частиц
и общим давлением

В смесях высокой массовой загрузки вли-
яние объема частиц должно учитываться в
уравнениях импульса и энергии [3]. В ряде мо-
делей при этом не вводится дополнительное
давление, отражающее взаимодействие частиц
между собой или их сжимаемость (изменение
собственного объема частиц). Система уравне-
ний не приводится к дивергентному виду и в
предположении баротропности не является ги-
перболичной [3, 47]. Анализ ударных адиабат
и структур ударных волн выполнен в работах
[4, 48], численное моделирование разлета об-
лака частиц — в [49]. В [50] использовались
уравнения Эйлера, при этом обсуждаются пре-
имущества и недостатки эйлерова и лагранже-
ва подходов для задач диспергирования пыле-

вых слоев. Взаимодействие частиц между со-
бой моделировалось введением некоторой до-
полнительной силы, действующей на части-
цы в направлении уменьшения их концентра-
ции. В [51] в рамках той же модели рассмотре-
на задача диспергирования плотного слоя вол-
ной разрежения и отмечена меньшая эффектив-
ность диспергирования в сравнении с ударны-
ми волнами. Эйлерово-лагранжев подход с уче-
том объема частиц в уравнениях для газа ре-
ализован в [52] в задаче ударно-волнового дис-
пергирования при взрыве центрального заряда
и в [53] в задаче о прямом взаимодействии удар-
ной волны со свободным слоем частиц конеч-
ной толщины. В [53] сравниваются несколько
методов: эйлеров, эйлерово-лагранжев и метод
прямого численного моделирования. Для двух
первых отмечено развитие численной неустой-
чивости и влияние методов стабилизации на
результаты. Предполагается, что это связано
с некорректностью задачи в силу негипербо-
личности. Также авторы приходят к необходи-
мости включения в модель члена, пропорцио-
нального градиенту концентрации, отражаю-
щего механизм диспергирования при взаимо-
действии частиц. Такие взаимодействия («рас-
талкивающая сила») некоторым образом учи-
тываются в модели, представленной в [54] и
опробованной на задаче о дисперсии частиц
при ударно-волновом воздействии и на задаче
о горении слоя угольной пыли.

1.3. Модели двух сжимаемых тел

Взаимодействие частиц между собой в
рамках уравнений Эйлера описывается введе-
нием собственного давления. Простейшей мо-
делью с двумя давлениями является модель
двух сжимаемых тел. Такие модели рассмат-
ривались в ряде работ А. В. Федорова с со-
авторами [55–59] применительно к описанию
ударно-волновой динамики смеси двух конден-
сированных материалов. Уравнения фаз связа-
ны только алгебраическими соотношениями в
правых частях, а давления фаз определяются
параметрами этой фазы. Система замыкается
уравнением m2-переноса (или уравнением ком-
пактирования). Система уравнений гипербо-
лична, характеристики определяются отдельно
для каждой из фаз, и обе скорости звука отлич-
ны от нуля. В [55] в изотермическом приближе-
нии проведен анализ стационарных решений в
классе бегущих волн и нестационарной задачи
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об отражении волны от жесткой стенки, где по-
казана возможность существования и устойчи-
вого распространения различных типов волн.
Более детальный анализ проведен в [56] мето-
дами качественной теории динамических си-
стем на плоскости. Приведена классификация
волновых конфигураций, включая дисперси-
онные, замороженно-дисперсионные по каждо-
му из компонентов и замороженные двухфрон-
товые структуры. Построена карта режимов
в плоскости начальных параметров: скорость
смеси — концентрация одного из компонен-
тов. В [57] показана устойчивость всех ти-
пов стационарных ударных волн (полностью
дисперсионных, замороженно-дисперсионных,
дисперсионно-замороженных и замороженных
волн двухфронтовой конфигурации) к инфи-
нитезимальным и конечным возмущениям при
их распространении. Также показана возмож-
ность образования ударных волн различного
типа из начальных данных ступенчатого вида,
в том числе и с участками течения в трансзву-
ковом диапазоне по скорости звука в одном из
компонентов. В [58] изучается взаимодействие
ударных волн различного типа с неподвижным
комбинированным разрывом. Анализ устойчи-
вости всех типов волн в рамках аналогичной
модели с двумя различными уравнениями со-
стояния проводился в [59]. Установлено, что
замороженные и дисперсионные ударные вол-
ны устойчивы относительно инфинитезималь-
ных возмущений и неустойчивы относительно
взаимодействия с волнами разрежения.

Модель многокомпонентных сред, где каж-
дый компонент также характеризуется соб-
ственным давлением, развивалась в работах
В.Ф. Куропатенко [60, 61]. Особенность модели
состоит во введении дополнительных сил меж-
фазного взаимодействия (так называемого кла-
стерного взаимодействия), содержащих диффе-
ренциальные члены. Эти силы определяются
из условий обмена импульсом и энергией меж-
ду каждым компонентом и сплошной средой,
выражающей коллективные свойства ансамбля
компонентов в неравновесных по скоростям со-
стояниях многокомпонентной среды.

Исследования в рамках моделей сжимае-
мых тел позволили выявить многообразие ти-
пов ударно-волновых структур в двухфазных
средах и согласуются по ряду характеристик
с данными экспериментов. Тем не менее моде-
ли с симметричным представлением уравнений
состояния фаз ограничены в применении к га-

зовзвесям и порошковым средам.

1.4. Модели сжимаемых порошковых сред

В монографии Р. И. Нигматулина [3] ука-
зано на необходимость различного описания га-
зовой фазы как связной области и дискретно
распределенных включений. Согласно [3] дав-
ление в фазе частиц представляется суммой
давления в газе и дополнительного члена, от-
ражающего столкновения или контактные вза-
имодействия частиц между собой. Модель Ниг-
матулина [3] была развита и применена для
анализа ударно-волновых процессов в плотных
порошковых средах в [62–65]. В полном виде
модель изложена в монографии А. Г. Кутуше-
ва [66]. Учитываются межгранулярные напря-
жения, обусловленные нарушением структуры
частиц. В [62, 66] уравнения состояния для до-
бавочного давления в фазе частиц получены на
основе эмпирических данных о скорости звука
в засыпках и анализа процессов сжатия и раз-
грузки материала порошка по схеме нелинейно-
упругого тела (подход Гоффа). В [67] рассмат-
ривается реологическое уравнение состояния,
связывающее изменение тензора напряжений и
тензора деформации с некоторым временем ре-
лаксации.

Модель Баера — Нунциато (BN) была
предложена в [68] для описания перехода де-
флаграции в детонацию в реагирующих гра-
нулированных средах и широко используется
в настоящее время для моделирования различ-
ных процессов в пористых материалах и сме-
сях газа и частиц высокой загрузки. В модель
введено понятие давления дискретной фазы, ко-
торое определяется как шаровая часть тензо-
ра напряжений и моделирует эффекты стоха-
стического движения, столкновений и упруго-
го взаимодействия частиц. Определяющая си-
стема уравнений гиперболична [69]. Уравнения
состояния для твердой фазы в [68] получают-
ся из потенциала — свободной энергии Гельм-
гольца, а для газа принимается модель Джо-
на — Уилкинса — Ли. В [70] представлена мо-
дель BN, где для получения замыкающих соот-
ношений привлекаются потенциальные функ-
ции (свободная энергия Гельмгольца), через
которые выражаются давление и внутренняя
энергия фаз. Обсуждаются возможные сцена-
рии компактирования. В [71] проведен критиче-
ский анализ модели BN с точки зрения согласо-
ванности замыкающих соотношений и предло-
жены способы преодоления недостатков модели
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BN; в частности, с этой целью в модель твердой
фазы (уравнение для внутренней энергии) вво-
дится зависимость от объемной концентрации.
Термодинамически согласованные и проверен-
ные на тестовых задачах обобщения модели
BN, пригодные для расчетов различных мно-
гофазных сред, представлены также в [72] (для
смесей, содержащих произвольное количество
твердых компонентов), [73] (для разреженных
и плотных газовзвесей, пузырьковых сред), [74]
(для порошковых и пузырьковых сред, пори-
стых материалов). Привлекательность модели
Баера— Нунциато в ее гиперболичности и воз-
можности реализовать консервативные числен-
ные методики для решения уравнений обеих
фаз в рамках единого алгоритма.

Процессы взрывного диспергирования ча-
стиц в рамках уравнений Баера — Нунци-
ато моделировались в [75]. В работах [76,
77] модель BN привлекалась для решения за-
дач динамики газовзвесей широкого диапазона
концентраций. Рассмотрены задачи взаимодей-
ствия ударной волны с плотным слоем частиц
в постановке, соответствующей эксперименту.
В [76] определены основные особенности про-
цесса, исследовано влияние параметров уравне-
ния состояния дисперсной фазы и свойств вы-
числительного алгоритма на характеристики.
В [77] приведено детальное описание и сравне-
ние результатов тестирования двух численных
алгоритмов. Установлено удовлетворительное
согласование с экспериментальными и расчет-
ными данными других авторов.

1.5. Модели столкновительной динамики

В последние годы для описания насы-
щенных газовзвесей получили распростра-
нение модели, основанные на молекулярно-
кинетических представлениях о хаотическом
движении и взаимодействии частиц. Модели,
в которых в той или иной форме вводилось
столкновительное давление в фазе частиц, раз-
вивались и использовались ранее в [3, 78–81].
В [78] для постоянной скорости звука дис-
кретной фазы проведен анализ структуры те-
чения на комбинированных разрывах. В [80]
рассмотрена модель, аналогичная [78], для ма-
лых объемных концентраций с исключением
«сопловых» членов из уравнений. Учет хао-
тического движения частиц дал качественно
отличные картины горения облака при взры-
ве ударно-диспергируемого горючего. В [81]
проведен анализ ударно-волновых структур в

смеси газа и твердых частиц в рамках моде-
ли [78] с двумя давлениями и с учетом объ-
ема частиц в уравнении состояния газа. Ука-
заны условия возникновения различных ти-
пов ударных волн (дисперсионных, заморо-
женных, дисперсионно-замороженных, а так-
же двухфронтовых конфигураций). На основе
нестационарных расчетов показано устойчивое
распространение некоторых из них.

В монографии Д. Гидаспова [79] изложены
основы построения двухфазной модели с приме-
нением кинетической теории гранулярных сред
[82] для описания столкновительной динами-
ки частиц в рамках уравнений Эйлера. Мо-
дель [79] включает в себя диффузию и пере-
нос энергии хаотического движения частиц в
гранулированной среде по типу теплопровод-
ности. В модели с уравнением состояния [82]
не учитывается перераспределение энергии по-
ступательного и вращательного движения ча-
стиц при неидеальных столкновениях. (Уточ-
ненное описание динамики изолированной гра-
нулярной среды с учетом неупругости и шеро-
ховатости при столкновениях представлено в
[83, 84].)

В [85, 86] развита модель столкновитель-
ной газовзвеси неупругих шероховатых несжи-
маемых частиц на основе уравнений механики
гетерогенных сред [3] и представлений [83, 84]
применительно к описанию ударно-волновых
течений. Система уравнений даже для изоли-
рованной гранулярной среды [83, 84] не приво-
дится к консервативной форме, что затрудняет
теоретический анализ ударно-волновых струк-
тур. В частности, в [83] постулируются некие
условия на скачке, а в [84] они используются
при исследовании структуры зон релаксации за
ударными волнами для автомодельных реше-
ний.В [86] выделен класс сред, для которого по-
лучены точные условия на скачках и проведе-
на классификация сильных разрывов. Показа-
на возможность существования двух основных
типов волн в газовзвесях со скачками парамет-
ров течения в одной из фаз. В [87] представ-
лены некоторые результаты численного моде-
лирования нестационарных течений столкно-
вительной двухфазной среды при умеренных
загрузках частиц. В задаче о взаимодействии
плоской ударной волны с облаком частиц по-
лучены установившиеся решения, отвечающие
типам стационарных волн, предсказанным тео-
ретически.Определены условия реализации то-
го или иного типа волн в зависимости от па-
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раметров задачи. Эффекты столкновительной
динамики частиц продемонстрированы на за-
даче о взаимодействии ячеистой гетерогенной
детонации с облаком инертных частиц. Показа-
но, что наличие столкновений частиц инертной
фазы не оказывает влияния на скорость детона-
ции, размер ячейки и параметры газа. Наблю-
дается расширение (дисперсия) слоев и струк-
тур инертной фазы, формирующихся в даль-
нем следе ячеистой детонации. В рамках моде-
ли [85, 86] исследовались задачи о подъеме пы-
ли из плотного слоя частиц [88] и разлете слоя
под воздействием взрыва центрального заряда
[89]. В [90] проведен качественный анализ опре-
деляющей системы уравнений модели [85, 86].
Установлены области гиперболичности и обла-
сти, где система имеет составной тип. Проведе-
на классификация ударно-волновых структур,
включая двухфронтовые конфигурации, про-
демонстрировано устойчивое распространение
некоторых из них.

Модель [79] в различных модификациях
широко используется для исследования дина-
мики пылевзвесей высокой загрузки. В [91] в
рамках этой модели исследовалась задача о
взаимодействии скользящей ударной волны со
слоем частиц, получено хорошее согласование
с представленными там же результатами экс-
периментов по поджатию слоя. В [92] выпол-
нено численное моделирование ударного воз-
действия на порошковую среду, особое вни-
мание уделено поведению частиц. Проведен-
ный характеристический анализ изолирован-
ной системы уравнений для частиц при заморо-
женном давлении газа показал ее гиперболич-
ность, однако полные уравнения не анализиро-
вались. В расчетах был исключен «сопловой»
член, связанный с градиентом давления газа,
при этом получено удовлетворительное соот-
ветствие с экспериментальными данными. В
работах [93, 94] численно моделировались про-
цессы, связанные с распространением взрывов
пыли в угольных шахтах. Детальное изложе-
ние модели, основанной на подходах [79], для
описания высокоскоростных ударно-волновых
течений смесей с высокой концентрацией ча-
стиц в диапазоне от слабозапыленных до по-
чти плотной упаковки представлено в работе
[10]. Обсуждаются проблемы замыкающих со-
отношений, в частности описывающих процес-
сы скоростной и тепловой релаксации. В [95, 96]
модель, используемая в [93, 94] и изложенная в
[10], расширена для описания ударно-волновых

взаимодействий со стратифицированными по-
рошковыми средами с конечным числом типов
частиц (различного диаметра и плотности),
каждый из которых занимает отдельную об-
ласть. В рамках модели в [96] получены инте-
ресные данные по рассеянию защитной мелко-
дисперсной каменной пыли, покрывающей по-
верхность крупнодисперсного угля.

2. ОПИСАНИЕ
МЕЖФАЗНЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ

Корректное описание взаимодействий газа
и частиц в моделях механики сплошных сред
имеет большое значение. Силовые взаимодей-
ствия (процессы скоростной релаксации фаз)
являются определяющими в задачах разлета
облаков и диспергирования частиц при ударно-
волновых воздействиях. Тепловое взаимодей-
ствие влияет на условия воспламенения частиц
в процессах с горением и детонацией. Законы
межфазных взаимодействий совокупности ча-
стиц в объеме газа в основе получены из за-
конов обтекания и теплообмена одиночных ча-
стиц, учитываются также эффекты стесненно-
сти при сопоставимых объемных концентраци-
ях газа и частиц.

2.1. Законы сопротивления

Для описания движения частиц в потоке
газа в моделях слабозапыленной среды преиму-
щественно используются зависимости коэффи-
циента сопротивления от относительного чис-
ла Рейнольдса. Формула вида CD = 24/Re,
соответствующая законам стоксова обтекания
сферической частицы, использовалась в [13, 14,
56, 81]. В [27] применялись модификации этого
закона в различных диапазонах изменения чис-
ла Рейнольдса: CD = 27Re−0.84 при Re < 80,
CD = 0.27Re0.21 при 80 � Re < 104 и CD = 2
при Re � 104. Среди двухчленных формул для
интервала Re � 1 000 наиболее часто встреча-
ется представление

CD =
24

Re

(
1 +

1

6
Re2/3

)

[15, 42, 43, 46, 50, 51] (в [76, 81, 93–96] услови-
ем принято m2Re � 1 000, где m2 — объемная
доля частиц), которое дополняется формулой
CD = 0.44 в остальном диапазоне. В [17, 35,
39] использовалась двухчленная формула вида
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CD = 0.48 + 28Re−0.85. Распространенной так-
же является трехчленная формула вида

CD =
24

Re
+

4.4√
Re

+ 0.42

[28, 30–33, 62—67, 80].
При учете сверхзвукового обтекания ча-

стицы потоком в задачах с ударными волна-
ми и детонацией в коэффициент сопротивления
включается также зависимость от числа Маха
относительного движения. В [29, 34] использо-
валась известная формула Хендерсона (см. [5]),
которая ввиду громоздкости здесь не приводит-
ся. Ее упрощенный аналог вида

CD(Re,M) =

=

[
1 + exp

(
− 0.43

M4.67

)](
0.38 +

24

Re
+

4.4√
Re

)
,

предложенный в работе [97] и подтвержден-
ный сравнением экспериментальных и расчет-
ных траекторий движения частиц за ударны-
ми волнами, применялся в работах [9, 19–24,
36–38].

Также используется формула Карлсона —
Хогланда [29, 34, 59]

CD =
24

ReCC

(
1 + 0.15Re0.687

)
×

×
[
1 + exp

(
− 0.427

M4.63
− 3

Re0.88

)]

в полном виде при

CC = 1 +
M

Re

[
3.82 + 1.28 exp

(
− 1.25

Re

M

)]

или без учета разреженности окружающего ча-
стицу газа (CC = 1). Поправка аналогично-
го вида (поправка Каннингема) CC = 1 +
2Kn[1.257+0.4 exp(−1.1/2Kn)], где число Кнуд-
сена выражает отношение длины свободного
пробега молекул газа к диаметру частицы, от-
ражает эффект свободномолекулярного обтека-
ния наноразмерных частиц потоком газа. Усло-
вия разреженности потока принимаются во
внимание при описании детонационных тече-
ний ультрадисперсных взвесей в [22–25]. Про-
веденный в [22] анализ детонационных струк-
тур и оценки пределов изменения числа Кнуд-
сена показали, что в задачах детонации этими

поправками можно пренебречь для взвесей ча-
стиц диаметром более 300 нм. В [92] использо-
вались следующие представления, в зависимо-
сти от относительного числа Маха:

CD =
24

Re

(
1 + 0.15Re0.687

)
+

+ 0.42

(
1 +

42 500

Re1.16

)−1

,

или

CD =
24

Re

(
1 + 0.15Re0.684

)
+

+ 0.513

(
1 +

483

Re0.669

)−1

,

или их комбинация.
В описании динамики насыщенных газо-

взвесей учитываются эффекты стесненности
в форме зависимости силы сопротивления от
объемной концентрации частиц. Наиболее ча-
сто применяется формула Эргана

CD(Re,m2) =
4

3(1 −m2)

[
1.75 +

150m2

(1−m2)Re

]

при m2 � 0.45 (в [50, 51, 62–67]) или при
m2 � 0.2 (в [50, 51, 76, 81, 93–96]). В рабо-
тах [62–67] в промежуточном диапазоне изме-
нения объемной концентрации 0.08 < m2 <
0.45 принималась линейная аппроксимация ви-
да CD = [(m2−0.08)CD2+(0.45−m2)CD1]/0.37,
где CD1 — коэффициент сопротивления в сла-
бозапыленной среде при m2 � 0.08. Роль по-
правки на стесненность в задаче о подъеме и
диспергировании слоя пылевзвеси анализиро-
валась в [50], где сравнивались две разные мо-
дели сопротивления и установлено влияние вы-
ражения для CD на результаты. Другие пред-
ставления для зависимости коэффициента со-
противления от чисел Рейнольдса и Маха при-
ведены в [53], зависимости от концентрации ча-
стиц — в [42].

2.2. Законы теплообмена

Для ряда задач справедливым является
изотермическое приближение, в котором пре-
небрегается теплообменом между газом и ча-
стицами [48, 56–59, 76, 77, 80, 81, 90]. При
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моделировании детонационных течений кор-
ректное описание процессов теплообмена име-
ет большое значение, так как определяет усло-
вия воспламенения и горения. В неравновесных
по температурам моделях тепловая релаксация
фаз определяется известными законами конвек-
тивного теплообмена между газом и частица-
ми, иногда учитывается и лучистый теплооб-
мен.

Формула для конвективного теплообмена
в континуальном режиме имеет вид

q =
6m2λ1
d2

Nu(T1 − T2) =
ρ2c2
τ contT

(T1 − T2),

где d — диаметр частиц, λ1 — теплопровод-
ность газа, ρ2 — средняя плотность дискрет-
ной фазы, c2 — теплоемкость частиц, τT —
характерное время тепловой релаксации. Для
зависимости числа Нуссельта от чисел Рей-
нольдса и Прандтля привлекаются различные
приближения. Наиболее распространенной яв-
ляется формула, приведенная в монографии
Кнудсена, Каца [98]: Nu = 2 + 0.6Re1/2Pr 2/3,
которая использовалась в [15, 17, 19–25, 31, 32,
36–39, 87–89]. В работах [62–67] применялась
формула Чудновского: Nu = 2+0.106RePr 1/3 в
интервалеRe � 200 и Nu = 2.27+0.6Re2/3Pr 1/3

при Re > 200. В работах [33, 80] указана фор-
мула Nu = 2 + 0.6Re1/2Pr , в [92] — Nu =

2 + (0.4Re1/2 + 0.06Re2/3)Pr 0.4.
При описании теплообмена в газовзвесях

высокой концентрации частиц в работах [93–
96] учитывались эффекты стесненности. Зави-
симость числа Нуссельта от чисел Рейнольдса
и Прандтля и от объемной концентрации ча-
стиц имеет вид

Nu = (7− 10m2 + 5m2
2)(1 + 0.7Re0.2Pr 1/3) +

+ (1.33 − 2.4m2 + 1.2m2
2)Re

0.7Pr 1/3.

Проблемы замыкающих соотношений, в част-
ности описывающие процессы скоростной и
тепловой релаксации в насыщенной газовзвеси,
подробно обсуждаются в [10].

Формулы для теплообмена нанодисперс-
ных частиц приведены в [99] и использова-
лись в [22–25]. При числах Кнудсена Kn =

RT1/
√
2πd2gNApd < 0.01, где dg — размер моле-

кулы окружающего газа, p — давление, NA —
число Авогадро, адекватным считается конти-
нуальный режим. При Kn > 10 теплообмен

протекает в условиях свободномолекулярного
режима и описывается формулой

q =
6αpm2

d

(
γ1 + 1

γ1 − 1

)√
kB

8πmgT1
(T1 − T2) =

= ρ2c2
T1 − T2

τ
fm
T

.

Здесь kB — константа Больцмана, α — аккомо-
дационный коэффициент (принимался равным
0.43), γ1 — параметр адиабаты газа, mg —
масса молекулы окружающего газа. При чис-
лах Кнудсена 0.01÷ 10 согласно данным, при-
веденным в [99], имеет место переход от одного
режима к другому. Для этого интервала в [22–
25] использовалась интерполяционная формула
вида

τ trT = [(log Kn + 2)τ fmT + (1− log Kn)τcontT ]/3.

Описание теплообмена и обмена импульсом в
детонационных течениях газовзвесей микрон-
ных и наноразмерных частиц обсуждается так-
же в обзоре [25].

3. ЧИСЛЕННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ РАСЧЕТОВ

Численное моделирование динамических
процессов в двухфазных средах требует до-
статочно высокого разрешения внутренних
ударно-волновых структур, корректного пред-
ставления релаксационных зон и исключения
численных осцилляций, которые могут иска-
зить картины, особенно в процессах с воспла-
менением и горением.

Детальный обзор численных алгоритмов
решений консервативных уравнений Эйлера,
используемых в расчетах ударно-волновых
и детонационных течений слабозапыленных
сред, приведен в [8]. Основные разностные схе-
мы, традиционные для расчетов дискретной
фазы, — метод крупных частиц [13, 14], при-
меняемый также в модели двух сжимаемых тел
в [57], схема Русанова [35], схема Мак-Кормака
[30, 40, 75], схема Джентри—Мартина— Дэй-
ли [19–21]. Для решения консервативных урав-
нений газовой фазы широкое распространение
получили схемы, в которых реализуются ме-
тоды коррекции потоков (класса TVD). В ка-
честве основы наиболее применяемой являет-
ся схема Годунова или ее модификации [16, 29,
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33, 40, 41, 52, 70, 75]. В [19–21, 58] исполь-
зовалась схема TVD Хартена — Лакса, пред-
ставленная в [8] вместе с ее модификациями
для различных приближений (односкоростно-
го двухтемпературного, равновесного по скоро-
стям и температурам). Реализация этого мето-
да в параллельных вычислениях с использова-
нием технологии Open MP выполнена и проте-
стирована в [100]. В [59] использовался числен-
ный метод повышенного порядка по времени,
реализуемый на основе схемы Рунге — Кут-
ты и TVD-аппроксимации конвективных чле-
нов по пространству.

В моделях с общим давлением использова-
ние консервативных разностных схем ограни-
чено неконсервативностью определяющей си-
стемы уравнений. В [62, 63] применялся ме-
тод крупных частиц. В [65] развита методика
численного моделирования, основанная на ме-
тоде расщепления с использованием двухшаго-
вой схемы Лакса— Вендрофа, пересчета с уче-
том правой части и при необходимости интер-
поляции. Схема применялась для численного
решения взаимодействия ударной волны с пре-
пятствием, покрытым пористым материалом в
[67]. В полной модели Баера—Нунциато основ-
ные уравнения также не представлены в кон-
сервативной форме (хотя система гиперболич-
на). В [77] развиты и тестированы численные
методики решения задач динамики плотных и
разреженных газовзвесей в рамках модели Ба-
ера — Нунциато с применением схемы Году-
нова. Для модели столкновительной динамики
в [81] реализован метод расщепления по физи-
ческим процессам, где производные от давле-
ния аппроксимируются по потоку, остальные
производные — против потока, а TVD-подход
реализуется по схеме Чакраваши — Ошера. В
[87–89] консервативная часть уравнений реша-
лась с применением схемы TVD Хартена —
Лакса для газовой фазы и Джентри — Мар-
тина — Дэйли для дискретной фазы, а также
дополнительного члена с градиентом концен-
трации (давление в сомножителе определялось
в центральной точке).

В последние годы развиваются новые под-
ходы и алгоритмы решения сложных задач. В
[54] представлен алгоритм расчета в рамках
эйлерово-лагранжевой модели, в котором урав-
нения для газа (при учете объема частиц) ре-
шаются в рамках вычислительной гидродина-
мики с использованием метода коррекции пото-
ков, а для частиц применяется метод дискрет-

ных элементов. Сравнительно недавно стали
применяться противопотоковые схемы AUSM,
альтернативные известным схемам (Годунова,
Ван Лира и др.). Метод AUSM применялся в
[35, 39] для расчетов газовой фазы в моделях
разреженной среды и в [10, 93–96] для расче-
та дискретной фазы с учетом гранулярных эф-
фектов. В работе [10] представлены детальное
изложение модели, численного алгоритма и ре-
зультаты тестирования на ряде задач, включая
задачу Римана о распаде разрыва в двухфазной
смеси.

Особенностью ударно-волновых и детона-
ционных процессов является наличие узких
зон с большими градиентами параметров. Для
адекватного сеточного разрешения использу-
ются адаптивные сетки с различными алго-
ритмами их построения [10, 29, 31, 33, 34, 80,
93–96].

С развитием коммерческих пакетов ча-
ще стали использоваться возможности CFD
Fluent. В [12] предложена инженерная методи-
ка расчетов взрывных процессов в мелкодис-
персных газовзвесях на основе коммерческо-
го пакета Fluent 6.3.26. В [44] расчеты про-
водились в рамках коммерческого кода (CFD)
с использованием комбинации k–ε-модели и
лагранжева описания дискретной фазы. В [51]
использовался коммерческий программный па-
кет STAR-CCM+. Тестирование в рамках пол-
ной и изотермической моделей проводилось на
основе сравнения с точным решением зада-
чи Римана. Несмотря на имеющийся некото-
рый скепсис в отношении коммерческих паке-
тов (в частности, ANSYS Fluent), с появлени-
ем новых расширенных версий и накоплением
данных по тестированию модулей на различ-
ных задачах механики перспективы их исполь-
зования расширяются.
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