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Рассматривается классическое уравнение Буссинеска, описывающее гравитационные
волны на мелкой воде. C использованием билинейного представления Хироты построе-
ны точные решения, описывающие, в частности, волновые пакеты, волны на солитонах,
“танцующие” волны. Сформирован принцип умножения решений уравнения Хироты,
позволяющий строить более сложные структуры из солитонов, волновых пакетов и волн
другого типа.
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Введение. В 70–80-х гг. XX в. активно исследовались решения солитонного типа,
нашедшие приложение в различных областях нелинейной физики. Были разработаны но-
вые и актуализированы использовавшиеся ранее методы интегрирования ряда нелинейных

уравнений [1–3]. Однако число уравнений, интегрируемых с помощью этих методов, неве-
лико. Следует отметить, что термин “интегрируемость” имеет различные толкования,
так как единого устоявшегося определения не существует.

Наибольший интерес среди интегрируемых уравнений представляют модели, имею-
щие солитонные решения, в том числе уравнение Буссинеска [4, 5]

ηtt = gh0ηxx +
3

2
g(η2)xx +

1

3
gh3

0ηxxxx. (1)

Здесь g — ускорение свободного падения; h0 — глубина невозмущенной жидкости; η —
функция t и x, описывающая отклонение поверхности воды от невозмущенного состояния.
Солитонные решения уравнения (1) найдены в [6], бризерные решения указаны в [7], раци-
ональные — в [1, 8]. Бризеры получаются из солитонов комплексификацией параметров,
при этом решения должны оставаться вещественными. Сингулярные решения уравнения
Буссинеска рассматривались в [9]. В работе [10] отмечено, что, выбирая комплексные вол-
новые параметры, можно получить различные типы волн уравнения Буссинеска.

В настоящей работе продолжаются исследования, начатые в [10]. С помощью линей-
ных дифференциальных связей четвертого порядка находится решение уравнения Бусси-
неска, зависящее от нескольких произвольных констант и выражающееся через элементар-
ные функции. Из бризерных решений выделяются волны специального типа (волновые па-
кеты, “танцующие” волны и волны на солитонах). Формулируется принцип суперпозиции,
позволяющий получать из волн специального типа более сложные структуры, в частности
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структуры, описывающие взаимодействие волновых пакетов с “танцующими” солитонами
и между собой. В работе найдены новые решения уравнения Буссинеска, также зависящие
от нескольких производных констант, однако удовлетворяющие другим дисперсионным
соотношениям и стремящиеся к другой константе при |x| → ∞.

1. Базовые решения и их суперпозиция. С помощью преобразования растяжения
уравнение Буссинеска (1) приведем к виду

wtt = wxx + 3(w2)xx + wxxxx. (2)

Введем новую функцию u, полагая w = uxx. Тогда уравнение (2) принимает вид

∂2

∂x2
(utt − uxx − 3u2

xx − uxxxx) = 0.

В дальнейшем будем полагать, что функция u удовлетворяет уравнению

utt = uxx + 3u2
xx + uxxxx. (3)

Путем замены u = 2 ln H уравнение (3) приводится к билинейному представлению

HHtt −H2
t −HHxxxx + 4HxHxxx − 3H2

xx −HHxx + H2
x = 0. (4)

Таким образом, решения уравнения (2) получаются из решений уравнения (4) по формуле

w = 2
∂2

∂x2
ln H, (5)

предложенной Р. Хиротой [6]. Также в [6] билинейное уравнение, эквивалентное (4), ис-
пользовалось для построения многосолитонных решений уравнения Буссинеска. В част-
ности, тройка решений уравнения (4) имеет вид

H1 = 1 + f1, H2 = 1 + f1 + f2 + p12f1f2,

H3 = 1 + f1 + f2 + f3 + p12f1f2 + p13f1f3 + p23f2f3 + p12p13p23f1f2f3,

где fi = si exp (kix + mit); si, ki — произвольные константы;

pij =
3(ki − kj)

2 + (mi −mj)
2

3(ki + kj)2 + (mi −mj)2
. (6)

При этом параметры ki, mi удовлетворяют “дисперсионному” соотношению

m2
i = k2

i + k4
i .

Функции H1, H2 являются решениями уравнения четвертого порядка

∂

∂x

( ∂

∂x
− k1

)( ∂

∂x
− k2

)( ∂

∂x
− k1 − k2

)
H = 0. (7)

Выясним, имеются ли отличные от H1, H2 решения системы (2), (7). Пусть k1 = k2 =
k 6= 0 ∈ R. Тогда общее решение уравнения (7) принимает вид

H = c1 + (c2x + c3) ekx + c4 e2kx, (8)

где c1, . . . , c4 — некоторые функции t. Не ограничивая общности, функцию c1 можно счи-
тать равной 1 или 0. Предположим, что c1 = 1. Подставляя представление (8) в уравне-
ние (2), получаем переопределенную систему обыкновенных дифференциальных уравнений
относительно функций c2, c3, c4. Решая эту систему, находим

c2 = − sm e−mt

k(2k2 + 1)
, c3 = s e−mt, c4 = −s2(4k2 + 3) e−2mt

12k2(2k2 + 1)2

(s ∈ R, m2 = k2 + k4). Другие решения системы (2), (7) представлены в работе [10].
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Обобщением уравнения (7) является дифференциальное уравнение порядка 2n

∂

∂x

∏
16p6n

16i1<...<ip6n

( ∂

∂x
− ki1 − . . .− kip

)
H = 0. (9)

Решая уравнение (9) при различных значениях параметров k1, . . . , kn и подставляя по-
лученное решение в (2), можно найти солитонные, рациональные, бризерные и другие
решения уравнения Буссинеска.

Далее рассмотрим специальный класс решений.
Определение. Функцией Хироты (H-функцией) будем называть функцию вида

H(k1, . . . , kn) = ((1 + f(k1)) ∗ · · · ∗ (1 + f(kn))),

где ki — комплексные параметры; f(ki) = exp (kix+
√

k2
i + k4

i t); знак “∗” означает бинар-
ную операцию, удовлетворяющую условиям коммутативности, ассоциативности, дистри-
бутивности и заданную условиями

c ∗ f(ki) = cf(ki), f(ki1) ∗ · · · ∗ f(kil) = pi1,...,ilf(ki1) · · · f(kil) ∀c ∈ C,

pi1,...,il = pi1i2 · · · pil−1il — произведение всех параметров piriq (r < q 6 l), заданных фор-

мулой (6).
Заметим, что в [6] для многосолитонных решений использовалось другое представле-

ние.
Очевидно, что функция Хироты H(k1, . . . , kn) не меняется при перестановке любых

двух параметров ki, kj . В случае если какая-либо пара параметров совпадает, функция
Хироты тождественно равна нулю.

Нетрудно показать, что функции Хироты образуют бесконечную коммутативную по-
лугруппу с операцией умножения в виде

H(k1, . . . , kn) ∗H(k′1, . . . , k
′
m) = H(k1, . . . , kn, k′1, . . . , k

′
m). (10)

Тогда можно сформулировать принцип суперпозиции: если заданы две функции Хироты,
то их произведение в виде (10) также является функцией Хироты и решением уравне-
ния (4).

Представляют интерес вещественные значения функции Хироты, которые могут зави-
сеть от комплексных параметров. Сначала рассмотрим случай, когда функция Хироты за-
висит от двух параметров: k1 = a+ ib, k2 = a− ib. Очевидно, что комплексно-сопряженные
параметры задают вещественную функцию H(k1, k2). Можно выделить три типа функ-
ций H, задающих три типа волн для уравнения Буссинеска (2): волновые пакеты (P -
волны) (рис. 1), “танцующие” волны (D-волны) (рис. 2), волны на солитоне (R-волны)
(рис. 3).

Константы a, b, задающие комплексно-сопряженные числа k1, k2, имеют следующие
значения: a = 0,1, b = 0,933 для P -волны; a = 0,2, b = 0,933 для D-волны; a = 0,911,
b = 2,8213 для R-волны.

В каждый фиксированный момент времени t решения уравнения Буссинеска (2), соот-
ветствующие P -, D-, R-волнам, стремятся к нулю при |x| → ∞. Анимационные картины
этих волн представлены в работе [11] (см. файлы P.gif, D.gif, R.gif). Помимо указанных
значений констант a, b на плоскости R2(a, b) существуют области, для которых реали-
зуются P -, R-, D-волны. Заметим, что стандартному солитону (S-волне) соответствует
функция Хироты H(k) с вещественным параметром k 6= 0.

Для построения более сложных волновых структур из P -, D-, R-, S-волн достаточно
использовать формулу умножения (10) H-функций, соответствующих этим волнам, и пре-
образование (5). В [11] (см. файл SD.gif) приведена анимационная картина взаимодействия
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Рис. 1. Волновой пакет Рис. 2. “Танцующие” волны
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солитона (k = 1) с D-волной при указанных выше значениях параметров. Видно, что фор-
ма и скорость волн восстанавливаются после взаимодействия. Следует выделить структу-
ру (см. файл SP2.gif в [11]), состоящую из волнового пакета и солитона (k1 = 0,1 + 0,933i,
k2 = k̄1, k3 = 1,5). Солитон и волновой пакет движутся друг за другом, фактически не
взаимодействуя. В [11] (см. файл PP.gif) показано взаимодействие двух волновых пакетов.
Волновые числа в первом случае равны k1 = 0,1+0,933i, k2 = k̄1, k3 = 0,1+0,934i, k4 = k̄3,
во втором случае k1 = 0,2 + 0,933i, k2 = k̄1, k3 = 0,2 + 0,934i, k4 = k̄3. В [11] (см. файл
PP2.gif) показано движение двух фактически не взаимодействующих волновых пакетов.
Таким образом можно получить решение уравнения Буссинеска, описывающее движение
любого числа P -, D-, R-, S-волн.

2. Новые дополнительные решения. Множество решений уравнения Буссинеска,
выражающихся через элементарные функции, не ограничивается приведенными выше ре-
шениями. Построим новые решения, используя билинейное уравнение.

Выполнив замену w = v − 1/6, уравнение (2) запишем в виде

vtt = (3v2 + vxx)xx.

Затем по формуле v = zxx введем новую функцию z и получим уравнение шестого порядка,
которое два раза интегрируется. В результате получаем уравнение

ztt = 3z2
xx + zxxxx.

После замены z = 2 ln G получаем билинейное уравнение

GGtt −G2
t −GGxxxx + 4GxGxxx − 3G2

xx = 0, (11)

отличающееся от (4) двумя слагаемыми.
Введем функции gi = exp (kix+k2

i t), ki ∈ C, i = 1, 2, 3. С помощью прямых вычислений
несложно показать, что функции

G1 = 1 + g1, G2 = 1 + g1 + g2 + p12g1g2,

G3 = 1 + g1 + g2 + g3 + p12g1g2 + p13g1g3 + p23g2g3 + p12p13p23g1g2g3

удовлетворяют билинейному уравнению (11) при

pij =
(ki − kj)

2

k2
i + kikj + k2

j

(i 6 i < j 6 3).

Следовательно, функции

wi = −1

6
+ 2

∂2

∂x2
ln Gi, i = 1, 2, 3

являются решениями уравнения Буссинеска. Несмотря на то что эти решения wi отлича-
ются от решений, приведенных в п. 1, их поведение качественно подобно. Если параметры
k1, k2, k3 вещественных решений w, wi попарно различны и не равны нулю, то соответ-
ствующие функции wi (i = 1, 2, 3) задают одно-, двух- и трехсолитонные решения уравне-
ния (2), такие что wi → −1/6 при |x| → ∞. Если параметры k1, k2 являются комплексно-
сопряженными, то решение w2 будет вещественным. Например, при k1 = 0,2+i, k2 = 0,2−i
получаем волновой пакет, при k1 = 0,5 + i, k2 = 0,5− i — решение, подобное D-волне.

Заметим, что решения уравнения Буссинеска (2) можно искать в виде

w = A + 2
∂2

∂x2
ln K,

где A — произвольная константа; функция K(t, x) удовлетворяет билинейному уравнению

KKtt −K2
t −KKxxxx + 4kxKxxx − 3K2

xx − AKKxx + AK2
x = 0.



О. В. Капцов, Д. О. Капцов 225

Следуя описанной выше методике, несложно построить новые солитоноподобные решения
уравнения Буссинеска (2).

Представляет интерес еще один вариант уравнения Буссинеска

wtt = wxx + 3(w2)xx + wttxx

с нулевыми граничными условиями при |x| 7→ ∞ и начальными условиями в виде P -,
D- или R-волн, а также исследование эволюции решений данной задачи и их близости
соответствующим решениям уравнения (2) при t →∞.
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