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Представлено аналитическое решение для винтовых вихрей с гауссовым распределением завихренности 
в ядре, которое подтверждено путем экспериментальных и численных моделирований. Данный результат по-
лучен путем распространения методики Дайсона для закона Био–Савара. Ранее аналитические решения были 
найдены и исследованы только для вихрей с постоянным распределением завихренности в ядре (вихревое ядро 
типа Рэнкина). Одним из важных является вопрос, поднятый в ходе дискуссии и касающийся различия между 
самоиндуцированными движениями винтообразных структур с обоими типами вихревого ядра. Предлагаемые 
решения имеют значение для фундаментального понимания и описания поведения потоков с винтовыми вих-
рями в различных областях промышленности и в природе. В качестве примеров можно привести концевые 
вихри за роторами ветро- или гидротурбин, торнадо или приосевые вихри в аэродинамических устройствах, 
таких как вихревые аппараты и генераторы; циклонные сепараторы, камеры сгорания и др. 
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Введение 

Динамика винтовых вихрей имеет фундаментальное значение для многих энерге-
тических приложений, так как они усиливают тепломассообмен, влияют на производи-
тельность роторных машин, и, наоборот, стационарное, неподвижное их положение 
обеспечивает стабильные операционные режимы в вихревых устройствах [1]. В послед-
нее время моделирование винтовых вихрей получило новый импульс в связи с изуче-
нием вихревых взаимодействий в следах за турбинами, расположенных друг за другом 
в ветро- и гидроэлектростанциях [2, 3]. Для всех перечисленных приложений необходимо 

* В настоящей работе В.Л. Окулов был поддержан контрактом с минобрнауки РФ (№ 075-15-2019-1923) и 
Я. Фукумото грантами на научные исследования от Японского общества содействия развитию науки (№ S17119 
и № 19K03672).  
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верно предсказывать винтообразную структуру, описывать ее движение и правильно моде-
лировать винтовой вихрь. Регулярное экспериментальное изучение формы и внутренней 
структуры винтового вихря в конце прошлого века начали профессор Сергей Владими-
рович Алексеенко и его ученик Сергей Иванович Шторк, опубликовав в статье [4] инте-
ресные данные, включающие описание структуры в виде гауссовой формы вихревого 
ядра. 

В более ранних работах по математическому моделированию винтовых вихрей 
рассматривался частный случай вихревого ядра — только с постоянным распределением 
завихренности (тип Рэнкина). Автор [5] численно обнаружил корреляцию между полем 
скорости, индуцированным винтовым вихрем с таким конечным ядром, и полем скоро-
сти, индуцируемым бесконечно тонкой вихревой нитью. Он объединил решение для 
вихревой нити с обобщенным способом аппроксимации уравнений Био–Савара, приве-
денным в работе [6]. Дополнительное поправочное слагаемое с использованием специ-
ального W-интеграла после выделения сингулярностей в решении для нити было позже 
записано и аналитически подтверждено в исследовании [7]. В специальной методике [5] 
использовались скорости, индуцированные винтовой нитью на конечных расстояниях 
от ее оси, подсчитанные с помощью бесконечных рядов каптейновского типа [8–10], 
чтобы сравнить ее со значением, полученным другим методом через аппроксимацию 
винтового вихря соприкасающимся вихревым кольцом с подобным вихревым ядром 
типа Рэнкина. В дальнейшем подход [5] был улучшен двумя способами выделения син-
гулярности в рядах Каптейна [7, 11, 12], но только для случая равномерного распределе-
ния завихренности в ядре. Однако базовый эксперимент [1], и последние несколько экс-
периментальных исследований [13, 14] и численных расчетов [15, 16] однозначно диа-
гностируют только гауссово распределение завихренности в ядре винта. Из-за сложно-
сти уравнений, регулирующих само индуцированное движение винтовых вихрей, пока 
еще не удавалось получить решение, описывающее движение с гауссовым ядром. Такого 
результата можно достигнуть с помощью обобщения разложения Дайсона для закона 
Био–Савара, индуцирующего поле скоростей для винтовых вихрей с любым распределе-
нием завихренности в конечном ядре, которое на винтовой оси заменяется суммой син-
гулярностей разной степени: монополем, диполем и т.д. Аппроксимация индуцирован-
ной скорости для обоих винтовых вихрей с распределениями завихренности Рэнкина 
и Гаусса в конечном ядре была предложена авторами [17, 18] с некоторым ограничением 
на эти приближения из монополя и диполя. Следует отметить, что оба решения в рабо-
тах [17, 18] не использовались для оценки самоиндуцированного движения спирального 
вихря, но они будут приведены ниже в настоящей статье. Существенный результат по-
лучен при сравнении данных, вычисленных по схеме [5] и по новому алгоритму, осно-
ванному на решениях [17] для ядра Рэнкина с целью установления их корреляции, а сле-
дующим результатом является определение самоиндуцированного движения винтового 
вихря с гауссовым вихревым ядром. 

Статья организована следующим образом. В разделах 1 и 2 напоминается аппрок-
симацияю для рядов Каптейна с добавлением некоторых слагаемых и приводится опи-
сание поля скоростей, индуцированное монопольной и дипольной винтовыми нитями, 
скорректированное новыми слагаемыми в обоих приближениях. В разделе 3 описывает-
ся метод Дайсона. В разделах 4 и 5 обсуждается идеальная корреляция двух решений 
для винтового вихря с конечным ядром типа Рэнкина и выполняется проверка скорости 
самоиндукции для вихря с гауссовым ядром с помощью решения уравнений Навье–
Стокса, предложенного в исследовании [16]. Раздел 6 — заключение. 
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1. Аппроксимация рядов Каптейна  

В качестве основы для определения движения монопольных и дипольных спи-
ральных нитей используются ряды Каптейна, присутствующие в решении Кавады–
Хардина [8–10]. Эти ряды можно записать в виде [11] 
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mK mb  — модифицированные функции Бесселя и соответствующие их 
производные. В работе [11] была выведена точная аналитическая аппроксимация ряда 
Каптейна (1), включающая пять основных слагаемых и малый остаток, которым можно 
пренебречь. Для решения поставленной задачи напомним эту эффективную процедуру 
вычисления рядов Каптейна для монопольной нити [12], чтобы обобщить ее на случай 
диполя: 
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Компоненты матрицы ,I JB , которые используются для расчета поля скорости во всем 
пространстве, определяются как 
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Функции, входящие в определения , , ,, , ,I J I J I Jα β γ  являются полиномами от  
2 1/ 2(1 )t x a −≡ = +   или  2 1/2(1 )−≡ = +t y b :  3

1 (3 5 ) / 24,t tθ = −  3
1 ( 9 7 ) / 24;v t t= − +  

2 4 6
2 (81 462 385 ) /1152,t tθ = − +  2 4 6

2 ( 135 594 455 ) /1152;v t t t= − + −  
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3 5 7 9
3 (30375 369603 765765 425425 ) / 414720,t t t tθ = − + −  

3 5 7 9
3 ( 42525 451737 883575 475475 ) / 414720.v t t t t= − + − +  

Малый регулярный остаток в (2) определяется соотношением 
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Получение точных результатов для расчета течений с помощью ряда (1) в азиму-
тальном направлении сопряжено с ошибками из-за приближения бесконечного ряда ко-
нечным набором гармоник. В настоящей работе для правильного моделирования поля 
скоростей используется приближение (2), в котором остаточный член (3) мал, и им 
в формуле (2) можно пренебречь на основании данных табл. 1 и рис. 5 из работы [11].  

2. Поле скоростей, индуцированное монопольными  
    и дипольными винтовыми нитями  

Начнем с определения геометрии винтовой нити радиуса R в соответствии с рис. 1а 
из статьи [19]. Шаг винта L = 2πl определяется как смещение вдоль оси при одном обо-
роте винта, а угол винта определяется соотношением tan 2L Rφ π=  с соответствующим 
кручением винта .l Rτ =  Кроме того, абсолютная скорость U, индуцированная винто-

вым вихрем с конечным ядром радиуса ε = σR, определяется либо через бинормальную 
Ub и тангенциальную Ut компоненты, либо через осевую Uz и азимутальную Uθ проек-
ции скорости. В контексте этих же компонент полной скорости U будут определены 
компоненты скоростей, индуцированных монопольной или дипольной нитями, но 
с использованием символов u и v соответственно. 

В цилиндрических координатах (r, θ, z), согласно решению Кавады–Хардина [8–10], 
осевая uz и азимутальная uθ компоненты скорости, индуцированной монопольной вин-
товой нитью вне сингулярного ядра, имеют вид 
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где χ = θ – z/l, верхнее выражение в фигурных скобках соответствует случаю r < R, 
а нижнее — r > R. 

Первое представление поля скоростей, индуцированного дипольной винтовой ни-
тью, было получено с помощью точного аналитического приближения через ряды Кап-
тейна в работах [17, 18]: 
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где d — интенсивность дипольного момента с бинормальным направлением вектора ди-
польного момента к винтовой нити. 
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3. Метод Дайсона для аппроксимации винтового вихря с конечным ядром 

В соответствии с процедурой, описанной в статье [17], поясним основные моменты 
метода Дайсона, который будет использоваться для вывода окончательных уравнений, 
определяющих компоненты полной скорости U. В работе [20] для исследования колец 
Сатурна Дайсон предложил оригинальный высокоточный метод оценки поля скоростей 
в окрестности ядра осесимметричного вихревого кольца с распределением завихренно-
сти, пропорциональным расстоянию от оси кольца. Использование оператора сдвига и 
свойств гармонических функций для поля скоростей вблизи ядра позволило получить 
эффективные асимптотические разложения высокого порядка, зависящие от малого па-
раметра — соотношения радиусов ядра и кольца. Этот метод был обобщен для осесим-
метричного вихревого кольца с произвольным распределением завихренности, а форму-
ла для самоиндуцированного движения вязкого вихревого кольца была улучшена для 
более высоких порядков [21]. По сути, методика Дайсона крайне важна для достижения 
разложений высокого порядка, так как в противном случае разложения могут столкнуть-
ся с рядом неопределенных условий. В дальнейшем было снято ограничение осевой 
симметрии для метода Дайсона [17], в соответствии с которым для винтовой вихревой 
трубки влияние ее конечного ядра было успешно представлено в виде мультипольных 
разложений. Здесь малый параметр σ представляет собой отношение радиуса ядра к 
обычному радиусу кривизны. В указанной работе сначала с помощью операторов сдвига 
было выполнено интегрирование по сечению ядра в объемном интеграле, которое затем 
привело его к линейному интегралу. Главный член разложения интеграла Био–Савара 
был представлен цепочкой монопольных особенностей, расположенных на центральной 
линии винтовой вихревой трубки. Интенсивность монополей равна циркуляции винто-
вого вихря. Следующий вклад дает цепочка диполей, интенсивность которых зависит от 
распределения завихренности в ядре. Ключевым фактором для диполей является влия-
ние кривизны и кручения винта. Как и в случае монополей (4), поле скоростей для вин-
товой дипольной нити записывается в виде рядов каптейновского типа (5). В настоящем 
исследовании, основанном на оценках [17], рассмотрим только вклад двух этих особен-
ностей: 

b b b t t t, , , ,z z zU u v U u v U u v U u vθ θ θ= + = + = + = +                       (6) 

где бинормальные и тангенциальные компоненты скорости коррелируют соответственно 
с азимутальной и осевой компонентами uθ  и zu  или vθ  и zv  через очевидные соотно-
шения [5, 12]:  
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Следует отметить, что относительное смещение вихря определяется только вели-
чинами ub и vb, в то время как ut дает чисто тангенциальное движение вдоль оси, а с по-
мощью подстановки (5) в vt = vz + rvθ /l находим, что vt равно нулю. В соответствии 
с разделом 2 достаточная точность для бесконечного суммирования главных составля-
ющих скоростей u и v  в (6) достигается при выделении сингулярностей с помощью за-
мкнутой аналитической формы (2). 

4. Сравнение двух методов расчета для вихря с ядром Рэнкина  

Следующий вопрос, который представляет интерес, касается проверки метода Дай-
сона для описания самоиндуцированного движения спирального вихря с конечным раз-
мером ядра постоянной завихренности через представления скорости монопольной 
и дипольной сингулярными вихревыми нитями (6). Простой способ оценки скорости 
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в вихре состоит в том, чтобы взять значение U между двумя диаметрально противопо-
ложными точками на радиусе ядра вихря R = ε /σ, то есть в точке ( , , ) ( ,0,0),r z Rθ ε= ±  
тогда движение вихря будет представлено средним из этих двух значений: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )SInd
1 1

b b b b b b b2 2 .U U R U R u R v R u R v Rε ε ε ε ε ε= − + + ≡ − + − + + + +          (7) 

Ранее эта процедура использовалась для монопольной нити только с ub, но такой анализ, 
проведенный в [5, 7, 11], требует дополнительной поправки для конечного ядра, найден-
ного прямым сравнением с решением для соответствующего вихревого кольца [6]. Первая 
реалистичная формула для бинормальной скорости спирального вихря с конечным яд-

ром ( ) ( )&b b b
1
2B W

U u R u R εε ε= − + + + ∆    была получена в [7]: 

( ) ( )&

3 22 2 2 2
b 2

4 1 2 1ln 2 2 1 ln 1 1 ,
41B W

R U Wπ τ τ τ τ τ τ
στ

  = − + − + − + + +  Γ +   
         (8) 

где дополнительный член «1/4» в квадратной скобке определяет поправку Δε , связанную 

с конечным ядром вихря, а ( ) ( )2

3 2 3 20 2 2 2 2

1 2sin 1

sin 1

H ttW dt
tt t

τ
τ τ

∞
 

− = − 
    + +    

∫  

описывает регулярную часть ряда Каптейна с вычитанием полюса 1/σ и логарифма 
ln(1/σ) из исходного представления рядов (1), где H(⋅) обозначает ступенчатую функцию. 
Однако для винтовых вихревых нитей уравнение (8), как и закон Био–Савара, не могут 
быть проинтегрированы в простом аналитическом виде, поэтому W было найдено чис-
ленно с точностью до шести значащих цифр для 21 значения шага τ, что приведено 
в таблице исследования [7]. Как и ранее, аналитическая форма ряда Каптейна (2) в соче-
тании с формулами (4) и (5) после подстановки в (7) будет использоваться для получе-
ния аналитических выражений для самоиндуцированных скоростей. Для сравнения ме-
тодики Дайсона (7) с формулой (8) понадобится значение интенсивности дипольного 
момента для вихря Ранкина в ядре вихря. Оценка из [17] дает формулу 

23 16 .Rd σ π= − Γ                                                         (9) 

Бинормальная скорость (см. 2 на рис. 1) вычисляется как функция кручения с ис-
пользованием новой аналитической формулы (7). Она сравнивается с решением 1 из [7], 
где использовалась W-интегральная формула (8). Результаты, полученные обоими мето-
дами демонстрируют отличную согласованность, что доказывает высокую точность ме-

тодики Дайсона для определения само-
индуцированной скорости спиральных 
вихрей с ядром Рэнкина. Дополнительно 
была проверена аппроксимация (2) рядов 
Каптейна для полей скоростей, индуци-
рованных монопольной и дипольной 
нитями. 

 

Рис. 1. Корреляции безразмерной 
бинормальной скорости винтового вихря 

с ядром Рэнкина, 
рассчитанной разными методами. 

Символы 1 совпадают с UbB&W , рассчитанной 
по формуле (8) из работы [7], 2 — бинормальная 

скорость Ub, рассчитанная по используемому 
в настоящей работе аналитическому разложению 
(7) и (9) в соответствии с методом Дайсона [20]. 
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5. Самоиндуцированная скорость 
    для винтового вихря с гауссовым ядром 

Для получения самоиндуцированной скорости винтового вихря используем подход 
Дайсона (7) для оценки поля скорости, индуцированного в окрестности с непостоянным, 
гауссовым распределением завихренности в ядре. В противоположность с вихрем Рэн-
кина (9) интенсивность дипольного момента для гауссова распределения завихренности 
принимает другое значение. Сопоставление с экспериментальными данными [16] дает 
формулу 

G 0,13. d = −                                                          (10) 

На рис. 2 самоиндуцированная угловая скорость, рассчитанная через бинормаль-
ную компоненту (7) для гауссова вихревого ядра (линия 2) с интенсивностью диполя 
(10), дает хорошее согласование с данными прямого численного моделирования (DNS), 
основанного на решении уравнений Навье–Стокса для развития ядра винтового вихря во 
времени с фиксированным шагом l = 0,5 (см. рис. 9b из работы [16]). Таким образом, 
впервые в замкнутой форме было получено решение (7) с интенсивностью диполя (10) 
для описания движения винтового вихря в пространстве с гауссовым распределением 
завихренности в ядре. 

Заключение 

В представленной работе проверена методика Дайсона для определения поля ско-
ростей в окрестности спиральных вихрей с ядром Рэнкина путем прямого сравнения с 
другой оценкой самоиндуцированной скорости, полученной с помощью моделирования 
Рикки [1], аналитически доказанного авторами [3]. Продемонстрирована высокая точ-
ность методики Дайсона, что открывает возможность для разработки новых фундамен-
тальных решений, в частности, для спирального вихря с гауссовым ядром. Предложен-
ные решения могут быть использованы для описания различных типовых распределений 
завихренности в ядре вихря, которые дают более реалистичное описание в приложениях, 
например, для концевых вихрей за роторами, торнадо или приосевых вихрей в аэроди-
намических устройствах, таких как вихревые аппараты и генераторы: циклонные сепа-
раторы и камеры сгорания и т.д. 
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